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循序 渐进 做 高 考题 
-一 以 2011 年 上 海 卷 数列 题 展 开 的 高 一 数列 复习 课 


201600 上 海 市 松江 二 中 卫 和 福山 


每 年 的 高 考 给 广大 教师 与 学 生 带 来 很 多 好 
题 ， 知 教师 在 平时 的 教学 中 充分 利用 这 些 好 题 ， 
则 对 培养 学 生 的 能 力 大 有 好 处 . 刚刚 过 去 的 2011 
年 全 国 高 考 的 数学 试题 , 难度 趋 于 平稳 , 中 等 及 
偶 下 的 题目 占 大 多 数 , 很 多 题目 都 是 学 生平 时 遇 
到 的 常规 题 , 但 其 中 不 乏 有 好 题 、 亮 题 ， 比 如 理 
科 第 22 题 (文科 第 23 古 ). 笔者 所 在 学 校 的 一 位 
中 年 教师 就 是 以 这 道 数 列 综合 性 题目 为 背景 , 设 
计 并 开设 了 一 符 高 一 数列 复习 的 校 级 公开 课 《等 
差 、 等 比 数 列 综合 问题 的 研究 》, 收效 其 好 . 

一 、 教 学 过 程 简 录 

师 :前 面 我 们 已 经 学 完了 等 差 、 等 比 数列 的 概 
念 、 通 项 公式 、 前 n 项 和 的 公式 以 及 有 关 性 质 , 今 
天 我 们 将 运用 它们 解决 有 关 等 差 、 等 比 数列 的 综 
合 性 问题 . 

问题 1 已 知 数列 {6w} 和 {6%} 中, an==13n 
一 19, bn = |anl, 设 数列 {68%} 的 前 nw 项 和 为 5;， 
求 Sl0、Sw. 

教师 提问 : @ 数列 {6%} 是 等 差 数 列 吗 ? 人 @ 
如 何 求 S10、S%? 

在 师 生 的 共同 讨论 下 , 得 出 了 正确 的 解答 . 


19—3n, l<ng6, 
解 : b= 二 |3n 一 19|= 
3n—19， nn 之 7 
—an, l<<ng6, 
la n>7. 


于 是 S10 一 一 (al 十 Q2 十 as 十 a4 十 05 十 06) 


十 (7 十 C8 十 ae + Q10) 
_ _ 6(—16 —1) + 4{2 + 11) = 77, 


2 
l<n < 6, 


一 (al 十 cz 十 … .十 an)， 
Sn 一 4 一 (al 十 az 十 … 十 a6) 


十 (ar 十 as 十 … 十 Qnh， nn 之 7 


一 72 十字 mu lg&n<g6, 
1】3,。 35 


一 他 ”一 ont 1]02， 允 之 了 7， 
问题 2 已 知 数列 {cn} 的 通 项 公式 为 6,， = 
3n—19,， n=2k 1, a 
| 2n n=2k, (k ENN"), 求 数列 {6,,】} 
的 前 nh 项 和 7 了 5，. 

教师 提问 :数列 {cn} 有 什么 特点 ? 能 否 找到 
与 问题 1 的 联系 ? 

生 : 数列 {cw} 是 一 个 分 段 数列 (就 类 似 于 分 
段 函数 一 样 ) , 问题 1 中 数列 {p 实质 上 也 是 分 
段 数列 , 两 个 问题 的 差异 就 是 分 段 (分 类 ) 的 标准 
不 同 而 已 . 

师 :能 否 将 两 个 问题 中 两 个 数列 描述 得 更 其 
体 一 些 ? 

生 :问题 1 中 数列 {25%} 的 两 个 分 段 数 列 部 是 
等 差 数 列 ,， 只 是 公差 不 同 而 已 , 而 问题 2 中 数列 
{cn} 的 两 个 分 段 数列 由 一 个 等 差 数列 和 一 个 等 
比 数列 交替 组 成 的 , 可 以 采用 分 组 求 和 法 . 

在 师 生 的 讨论 下 , 完成 本 题 的 解答 . 

解 : Tn 一 cl 十 ca 十 … 十 cn 

(cl 十 cs 十 …… 十 cn) 
= 


十 (cz 十 cq 十 .… 十 cn 1)， n= 2k—1, 


十 (cz 十 c4 寺 …: 十 cn nn 二 2k. 
一 


号 一 大 
(k EN*) 


(a n=2k— 1 


3k? 一 19k 一 合十 后代 ,nn 二 2k 
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(k E N*). 

间 题 3 已 知 数列 {an} 和 {bn} 的 通 项 公式 
分 别 为 an = 3 一 19, bn = 2”. 在 问题 1.2 的 提 
示 下 , 能 否 利用 数列 {aw} 和 {bx} 构造 一 个 新 数 
列 {cn), 并 研究 其 基本 性 质 . 

师 :数列 的 基本 性 质 主要 有 哪些 ? 

生 : 通 项 公式 、 求 和 公式 、 最 值 等 . 

师 : 通 过 数列 {an} 和 {bw}, 我 们 能 构造 哪些 
新 数列 {cn} 来 研究 呢 ? 

生 : Oo = 0n 4 bn = (3 — 19) E29"; 

©® cn = an.: bn = (3n — 19) .22; 

Qn “gn 19 

Sm 克 

师 :以 上 数列 的 求 和 是 什么 方法 ? 

生 :分 组 求 和 法 、 错 位 相 减 法 . 

师 :还 能 构造 其 他 数列 吗 ? 

此 时 学 生 没 有 了 想法 , 教师 直接 提出 一 个 构 
造 想法 , 引 到 高 考题 . 
从 小 到 大 的 顺序 构成 的 新 数列 {cn} 的 通 项 公式 
与 求 和 公式 . 

解答 如 下 : 


a7=2=, c=2, 





a9 = 8 = bs, c2 = 8, 
17 一 32 二 bs, C3 一 32， 
Wa9 一 128 一 by, C4 一 128, 


通过 不 完全 归纳 , 易 猜 想 cn 一 2 :42 

下 面 通过 数学 归纳 法 加 以 证 明 ( 证 明 公 共 项 
即 数列 {bm} 的 奇数 项 ). 

当 n= 二 1 时, a7 二 2 二 1, 而 C1 二 2, 故 成 立 ; 

假设 当 n = k(k 之 1) 时 , 有 bzk-1 = am 即 
22k 一 1 一 3m 一 19. 那么 当 n = 上 有 十 1 时 ， 

bor41 = 22K1+1 ~ 4.22-1 一 4(3m 一 19) = 
12m — 76 = 3(4m 一 19) 一 19 = ad4m 19-. 

同时 , bak = 22* 二 2.22*-1 一 2(3m 一 19) = 
3 { 2m — 下 ) 一 19， 但 2m 一 与 gf N*, 故 bo 不 
可 能 是 公共 项 . 

以 上 说 明 数 列 {an} 和 {bw} 的 公共 项 有 且 只 
能 是 数列 {bn} 的 奇数 项 . 

于 是 数列 {cn} 的 通 项 公式 为 cn = 2 :47 下， 
求 和 公式 为 Sn = (各 一 1)， 
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有 了 问题 3 的 铺垫 之 后 , 教师 给 出 男 一 种 构 
造 的 例子 , 即 2011 年 全 国 高 考 上 海 卷 理科 第 22 
题 , 文科 第 23 题 的 综合 . 

问题 4 已 知 数列 {an} 各 {bn} 的 通 项 公式 
分 别 为 an = 3n 十 6, bn 二 2n 十 7(n EN*). 将 
集合 {Zzlz =annEN*}U{zz = bb,n EN*} 
的 元 素 从 小 到 大 依次 排列 , 构成 数列 {cn}. 

(1) 求 证 :在 数列 {cn} 中 , 但 不 在 数列 {bm} 中 
的 项 恰 为 a2, 44,…… ,Q2n 

(2) 求 数列 {cn} 的 通 项 公式 ; 

(3) 求 数列 {cn} 的 前 徊 项 和 San (n € NN*). 

解 : (1) @ 任意 mn E N*, 设 a2n-_1 = 3(2n 一 
1)+6= 6n+3= br = 2k+7, 则 k= 3n 2, 
BN a2n—1 = bsn—2. 

@ 假设 ao = 二 n+6= b= 2k 二 7 <> 
k= 3n— 3 ¢ N*, ww aon ¢ {on}. 

“… 在 数列 {cn} 中 , 但 不 在 数列 {5} 中 的 项 
恰 为 a2;Q4，… ;02n 

(2) bsak_2 一 2(38 一 2) 十 7 = 6K 十 3 一 Qok1) 
bsp_1 = 6k + 5, bak = 6k + 7, Qok = 6k+6, 

”6k+3<6k+5<6k+6<6k+7, 

", 当 二 ™ 依次 有 上 = al = cl b2 = 
C2, 02 一 Cs， bs = 
6 了 3 (n= 4k 一 3)， 
6k++5, (n=4k 一 2)， IN 
mT ] 6k+6, (n=4k— 1), SN 
6k+7, (n=4k), 

(3) cak—3 二 C4ak-2 十 C4k-1 十 C4k 二 24k 十 21， 

San 一 (cl 十 cz 十 cs 十 cj) 十 … 十 (cn-3 士 
n+ +21n = 


本 


Cn_2 十 Cn-1 十 Can) = 24 Xx 
12n2 + 33n.. 

二 、 笔者 的 一 些 反思 与 想法 

本 节 课 从 一 个 等 差 数列 出 发 , 通过 加 绝对 值 
构成 一 个 新 数列 , 其 实质 就 是 两 个 等 差 数 列 组 合 
成 的 一 个 新 数列 , 但 不 再 是 等 差 数 列 , 然后 用 一 
个 等 差 数 列 与 一 个 等 比 数 列 奇偶 间隔 组 成 一 个 
新 数列 , 问题 3、.4 即 将 两 个 数列 的 公共 项 与 所 有 
项 按照 大 小 顺序 组 成 新 数列 (类 似 于 集合 中 的 求 
交集 与 并 集 ) , 整 节 课 的 教学 设计 难度 上 层 层 深 
入 , 想法 上 也 不 断 改 进 与 增加 难度 . 特别 是 问题 

(下 转 第 2-9 页 ) 
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壮 中 司 


-一 《不 等 关系 与 不 等 式 》 课 例 与 启示 
313000 浙江 省 湖州 二 中 刘 薇 


2011 年 5 月 , 笔者 观摩 了 浙江 省 湖州 市 直属 
高 中 数学 课堂 教学 比赛 , 课题 是 人 教 版 高 中 数学 
必修 5 第 三 章 第 1 节 《不 等 关系 与 不 等 式 》, 大 家 
普遍 认为 湖州 二 中 沈 恒 老师 的 课 “ 可 学 、 可 及 、 可 
用 ”, 且 对 数学 探究 的 活动 联系 到 物理 知识 , 处 处 
体现 数学 之 用 . 现 将 课堂 教学 实录 整理 如 下 , 与 
大 家 交流 . 

1. 课堂 实录 

1.1 情境 创设 , 引入 课题 

(展示 第 一 幅 图 片 :苏轼 是 西林 壁 ")( 直 观 不 
等 ) 

师 : 很 高 兴 与 大 家 一 起 学 习 不 等 关系 与 不 等 
式 , 我 们 从 这 幅 图 开始 今天 的 课程 之 旅 . 同学 们 
有 怎样 的 ^ 直 观 " 感 受 呢 ? 

生 : 感受 到 目 然 的 伟大 ,从 层 诸 释 嫌 的 山峰 
中 “直观 "感受 山峰 的 高 低 不 等 . 

(展示 第 二 幅 图 片 : 身 高 关系 ) (思考 不 等 ) 

师 : 两 个 身高 测量 值 均 为 198cm 的 人 , 他 们 
的 身高 是 否 完全 一 致 呢 ? 

生 : 要 是 精确 度 提 高 到 毫米 级 , 甚至 纳米 级 ， 
那么 两 个 人 的 身高 是 不 一 样 的 ! 

师 : 很 好 ! 那 说 明 “ 相 等 是 相对 的 , 不 等 是 绝 
对 的 ?不 等 普遍 存在 于 我 们 的 生活 中 . 

(展示 第 三 幅 图 片 : 中 国 古代 利用 杠杆 原理 制 
作 的 妖 械 ) (运用 不 等 ) 

师 : 我 们 的 祖先 很 聪明 , 已 经 把 不 等 关系 和 
杠杆 原理 运用 到 生活 中 去 , 制作 方便 生活 的 器 
械 ， 从 上 面 三 幅 图 , 我 们 一 起 感受 “直观 不 等 一 
思考 不 等 一 运用 不 等 ”, 这 就 是 我 们 为 什么 要 学 
习 不 等 关系 的 原因 . 

1.2 数学 应 用 , 深化 理解 

第 一 阶段 :自然 描述 

师 : 我 们 已 经 学 习 过 很 多 相等 关系 ， 比 如 某 


次 单元 测试 , 两 位 同学 的 分 数 是 相同 的 等 等 . 那 
么 , 在 你 生活 的 周边 , 是 否 存 在 不 等 的 数量 关系 
呢 ? 你 能 用 自己 的 语言 将 其 描述 出 来 吗 ? 

(教师 采用 了 分 组 抢答 的 形式 , 每 说 出 一 个 ， 
给 其 所 在 小 组 加 上 一 分 , 最 后 看 看 哪个 组 对 观察 
生活 中 的 不 等 关系 较为 细致 , 限时 3 分 钟 ) 

生 1: 我 的 眼镜 度数 和 我 同 桌 的 不 一 样 . 

(教室 气氛 因 学 生 抢 管 而 活跃 , 笑 声 不 断 ) 

生 2: 我 的 体重 和 老师 您 的 不 一 样 . 

生 3: 校园 里 的 大 树 粗细 程度 不 一 样 . 

(学 生 边 回答 , 教师 边 给 各 组 加 分 ) 

师 : 很 好 ! 大 家 对 生活 周边 的 观察 比较 细致 
第 一 阶段 , 第 一 组 和 第 四 组 的 同学 表现 最 为 优秀 . 
能 够 发 现 身 边 的 数学 当然 很 好 , 这 说 明 同 学 们 已 
经 走 进 了 数学 学 科 之 门 , 但 能 用 数学 的 眼光 、 数 
学 的 观点 进行 抽象 、 归纳 , 完成 这 些 量 与 量 的 比 
较 过 程 , 是 我 们 每 个 研究 数学 的 人 要 去 做 的 , 那 
么 , 我 们 可 以 用 所 研究 过 的 什么 知识 来 表示 这 些 
数量 关系 呢 ? 

生 : 可 以 用 不 等 式 来 表示 . 

(用 不 等 号 将 两 个 解析 式 连结 起 来 所 成 的 式 
子 叫 不 等 式 ) 

师 : 下 面 , 我 给 大 家 准备 一 些 不 等 的 数量 关 
系 , 同学 们 能 否 用 不 等 式 将 它们 表示 出 来 呢 ? 

第 二 阶段 : 数量 关系 

(教师 给 出 八 个 生活 实例 , 按 组 抢答 ) 

[实例 1] 2006 年 8 月 10 日 起 强 台 风 又 美 登 
陆 浙 江 , 其 风暴 半径 为 400 公 里 , 台风 中 心 位置 
距离 湖州 为 4 公里 , 若 湖州 未 受 此 人 台风 带 来 较 强 
彼 坏 , 写 出 不 等 式 : _ _  . 

生 1:d > 400. | 

[实例 ?天气 预报 说 :明天 最 低温 度 为 9eC， 
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明天 最 高 温度 为 15"C, 明天 的 温度 为 如 C, 写成 
不 等 式 是 : . 

生 2:9<t<15. 

[实例 3 引 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 两 边 
之 差 小 于 第 三 边 , 写 出 不 等 式 : . 

生 3:a 一 b<c<a+t+b. 

师 : 前 三 道 例题 同学 们 抢 管 很 积极 , 命中 率 
很 高 , 请 落后 的 组 加 油 参 与 ! 

(课堂 气氛 保持 活 牙 ) 

[实例 外 今年 各 地 爆 出 “染色 馒头 "事件, 柠 
模 黄 使 用 的 最 大 标准 是 0.1g/kg, 但 却 被 超 量 用 
于 制作 “玉米 馒头 ”, 现 有 面粉 m(kg), 若 正 确 使 
用 柠檬 黄 z(g), 写 出 不 等 式 : . 

生 4:7 二 0.1m. 

[实例 外 我 们 知道 点 到 直线 上 任意 一 点 的 
距离 Z 中 垂 线段 wd 最 短 , 请 写 出 不 等 式 :_ _. 

生 :d 所 0. 

[实例 6] 某 品牌 酸奶 的 质量 检查 规定 , 该 酸 
奶 中 非 脂 乳 固 体 含量 的 百分比 f 应 不 少 于 6.5%%， 
乳 含量 的 百分比 p 应 大 于 80%， 写 成 不 等 式 : 

生 6:f >>2.5% 且 p > 80%. 

师 :能 不 能 用 数学 符号 来 代 兰 “ 且 ” 呢 ? 


和 可 用 | “> 














> 2 来 表示 , 大 括号 就 
> 80% 个 ， 


是 用 来 表示 “ 且 ” 的. 

[实例 7] 数 轴 上 到 原点 距离 大 于 等 于 1 的 
点 村 的 集合 , 写 出 不 等 式 : . 

生 7: {zx||z| 之 1}. 

[实例 8] 2b 克 糖水 中 含 粮 量 为 a 克 , 现 加 入 mm 
克 糖 , 糖水 的 味道 会 奕 得 越 来 越 甜 , 请 把 此 数量 
关系 写成 不 等 式 : . 

生 8: m+0 > 2 

m+b 5b 
师 :很 好 ! 同学 们 不 仪 能 用 自然 语言 描述 生 
活 中 的 不 等 数量 关系 , 而 且 还 能 将 生活 实例 用 数 
学 式 子 表示 出 来 ! 能 用 不 等 式 及 不 等 式 组 把 这 
些 不 等 关系 表示 出 来 , 也 就 是 建立 不 等 式 数学 模 
型 的 过 程 , 通过 对 不 等 式 数 学 模型 的 研究 , 反 过 
来 作用 于 我 们 的 现实 生活 , 这 才 是 我 们 学 习 数 学 
的 目的 . 

第 三 阶段 :实际 问题 

(此 时 , 同学 们 已 真正 进入 了 本 市 课 的 学 习 
状态 , 老师 再 用 投影 仪 给 出 两 个 问题 . 问题 是 数 
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学 研究 的 核心 , 以 问题 展示 的 形式 来 培养 学 生 的 
问题 意识 与 探究 意识 ) 

[问题 1】 某 种 杂志 原 以 每 本 2.5 元 的 价格 销 
售 , 可 以 售 出 8 万 本 . 据 市 场 调 查 , 若 单 价 每 提高 
0.1 元 , 销售 量 就 可 能 相应 减少 2000 本 . 若 把 提 
价 后 杂志 的 定价 设 为 + 元 , 怎样 用 不 等 式 表示 销 
售 的 总 收入 仍 不 低 于 20 万 元 呢 ? 请 用 不 等 式 或 
不 等 式 组 把 此 实例 中 的 不 等 关系 表示 出 来 , 不 必 
解答 . 

生 :可 设 杂 志 的 定价 为 z 元 , 则 销售 量 就 减少 
二 一 Xx 0.2 万 本 . 

师 : 那么 销售 量变 为 多 少 呢 ? 如 何 表示 ? 
生 : 可 以 表示 为 (s _ 7725、 02) 万 本 ， 


0.1 
则 总 收入 为 人 ( -2 二 2 > 02) z 万 元 , 即 销售 


的 总 收入 为 不 低 于 20 万 元 表示 为 
8 2 x0217>20 


[问题 3 某 钢 铁 厂 要 把 长 度 为 4000mm 的 
钢管 截 成 500mm 和 600mm 两 种 , 按照 生产 的 要 
求 , 600mm 钢管 的 数量 不 能 超过 500mm 钢管 的 
3 倍 . 怎样 写 出 满足 上 述 所 有 不 等 关系 的 不 等 式 ? 

师 : 设 玲 得 500mm 的 钢管 z 根 , 截 得 600mm 
的 钢管 y 根 . 根据 题 意 , 应 当 有 什么 样 的 不 等 量 
关系 呢 ? 

生 : 截 得 两 种 钢管 总 长 度 不 能 超过 4000mm. 

生 : 截 得 600mm 钢管 数量 不 能 超过 500mm 
钢管 的 3 倍 . 

生 : 截 得 两 种 钢管 的 数量 都 不 能 为 人 负 . 

师 : 上 述 的 三 个 不 等 关系 是 “或 "还 是 “ 且 ?” 的 
关系 呢 ? 

生 :它们 要 同时 满足 条 件 , 应 该 是 且 的 关系 . 

生 : 由 实际 问题 的 意义 , 还 应 有 ZX、y € N. 

师 : 这 位 同学 回答 得 很 好 , 思维 很 严密 .那么 
我 们 该 用 怎样 的 不 等 式 组 来 表示 此 问题 中 的 不 
等 关系 呢 ? 

生 : 要 同时 满足 上 述 三 个 不 等 关系 ， 可 用 以 

500z + 600y < 40000， 
32Z 之 2 

ZY 之 0,y 之 0， 

ry EN. 


师 :回答 很 准确 . 通过 上 述 两 个 问题 的 探究 ， 














下 不 等 式 组 来 表示 : 
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同学 们 对 如 何 用 不 等 式 或 不 等 式 组 把 实际 问题 
中 所 隐 含 的 不 等 量 关 系 表示 出 来 , 这 一 点 掌握 得 
很 好 . 

师 :通过 前 面 的 例子 , 你 有 何 体会 ? 

生 : 我 感到 学 习 数 学 可 以 帮助 我 们 解决 生活 
中 的 实际 问题 , 数学 就 在 我 们 的 身边 , 与 我 们 的 
生活 联系 非常 紧密 . 

1.3 自主 探 完 , 抽 过 概括 

师 :数学 来 自生 活 ， 用 于 生活 ， 华 罗 庚 大 师 
说 : “宇宙 i 之 大 , 粒子 之 微 , 火箭 之 速 , 化 工 之 巧 , 地 
球 之 变 , 生物 之 谜 , 日 用 之 繁 , 无 处 不 用 数学 .” 今 
天 , 就 让 我 们 追寻 先哲 的 足迹 一 起 来 体会 . 

如 图 1 所 示 , 数学 实验 一 构建 一 个 电路 回路 ， 
利用 滑动 电阻 块 进行 移动 . 你 能 从 实验 中 总 结 出 
怎么 样 的 不 等 关系 吗 ? 并 加 以 证 明 吗 ? 





b 
R=at+b=20N 


电源 
1 
师 :我 带 来 了 物理 元 件 , 请 同学 们 按照 电路 
图 搭建 实物 图 . 
(学 生 获 路 欲 试 , 自 告 备 勇 上 讲台 搭建 实物 
图 , 学 生 拉 动 滑 块 进行 演示 ) 
生 : 我 发 现 当 滑 块 从 上 人 往 下 移动 过 程 中 , 灯 
泡 由 最 亮 到 最 暗 , 再 到 最 亮 ! 
师 : 其 灯泡 从 亮 一 瞳 - 一 亮 的 过 程 , 意味 着 
整个 电路 的 实际 电阻 进行 着 怎样 的 变化 呢 ? 
生 : 实 际 电 阻 从 小 一 大 一 -小 ! 
师 :很 好 , 这 是 一 个 什么 电路 ? 
生 :这 是 一 个 并 联 电路 . 
(滑动 变阻器 ”> = 20 欧 姆 , 上 半 部 分 为 a 欧 
姆 , 下 半 部 分 为 2 欧姆 , 电路 实际 电阻 记 为 7) 
师 : 我 们 来 计算 电路 的 实际 电阻. 
1 1 1 a+b ab 


a Crm 





3 


r a b ab a+b 
什么 时 候 最 暗 ? 滑 块 在 中 间 ! 即 : 


(4) 
ob 10.10_\ 2 


RY EE RR 
数学 化 , 可 得 到 一 个 不 等 式 . 











, 我 们 将 其 
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2 
生 : 当 a > 0,b > 0 时 , ab < (只 
师 :能 否 证 明 其 正确 性 ? ， 
生 :可 以 用 作 差 法 证 明 ， Bp: 


atb\) /ob 
 \2 











之 0， 


当 且 仅 当 a = b 时 等 号 成 立 . 

师 : 作 差 法 是 不 等 式 证 明 的 一 种 常用 方法 , 其 
步 又 分 为 作 差 一 变形 一 -判断 符号 , 随 着 不 等 式 
学 习 的 深入 , 我 们 将 会 更 多 地 接触 作 差 法 . 

1.4 课堂 小 结 , 渗透 文化 

病 : 证 明 上 述 不 等 式 不 难 , 难 的 是 在 “看 不 见 
数学 ”的 地 方 发 现 数学 , 具有 良好 的 不 等 观念 和 
数学 意识 . 我 们 只 有 懂 理 , 才能 说 理 , 对 待 事物 ， 
才能 产生 联想 、 启 发 , 才能 将 “心声 ” 流 于 笔 端 . 
正如 清 代 学 者 袁 榴 说 :“ 学 如 稍 簇 , 才 如 弓 弩 , 识 
以 领 之 , 方 能 中 鲍 .”" 不 知道 同学 们 有 这 样 的 感受 
吗 ? 

生 : 通过 学 习 ， 我 感受 到 了 生活 中 无 处 不 在 


的 不 等 关系 , 尝试 用 不 等 式 或 不 等 式 组 表示 实际 


问题 中 的 不 等 关系 ; 通过 具体 实际 问题 能 培养 不 
等 的 意识 ; 在 生活 中 挖 扬 数学 的 元 素 , 用 数学 最 
师 :同学 们 说 得 很 好 ! 我 送 给 大 家 一 副 春 联 ， 
上 联 是 -一 赏 实例 , 赏 古 赏 今 万 物 均 含 不 等 ; 下 联 
是 一 求知 识 , 求 表 求 里 凡事 究 其 所 以 ; 横批 一 
感悟 不 等 ! 
(课堂 气氛 推 向 高 潮 , 给 出 课堂 思考 1) 
师 :对 糖水 加 糖 更 甜 的 不 等 关系 你 会 证 明码 ? 
即 b > a > 0, m > 0 时 , 二 5 > 二 成 立 吧 ? 
生 :可 以 用 作 差 法 证 明 . 
(给 出 课堂 思考 2) 
师 : 开 放 性 问题 : 已 知 不 等 式 组 
TX 十 y 之 50， 
2Z 十 yy 一 100， 
区 之 1 2 之 1 
X.Yy EN, 
你 能 举 出 符合 此 不 等 式 组 的 实际 问题 吗 ? 
师 : 贾 岛 许 云 :松下 问 童 子 , 言 “ 师 ” 采 药 去 , 云 
深 不 知 处 , 只 在 此 山中 . 同学 们 , 要 向 追寻 师傅 
一 样 不 断 寻 找 实际 问题 中 的 不 等 关系 、 探 求生 
活 中 的 数学 元 素 、 欣 赏 高 中 数学 的 真善美 ! 
2. 几 点 启示 
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课 后 沈 老师 介绍 : 非 比 赛 型 的 公开 课 上 过 多 
节 , 但 是 比赛 型 的 公开 课 参 与 得 不 多 , 对 公开 课 
变 “ 气 詹 " 还 是 要 “深度 "、 要 ' 热 热闹 曾 课堂 情境 ” 
还 是 要 “注重 知识 、 文 化 渗透 "一 直 很 纠结 . 课 改 
动 了 3 次 , 最 后 定型 介 于 平衡 , 凝结 了 整个 教研 
组 同仁 的 智慧 , 在 此 特别 感谢 陆 芳 敏 老 师 、 罗 展 
华 老 师 等 等 其 他 同行 的 建议 和 徐 正 . 

笔者 认为 , 一 堂 好 的 公开 课 不 外 乎 四 点 : 基 
本 功 、 科 学 性 、 参 与 度 、 新 鲜 感 .在 课堂 教学 中 如 
何 才 能 合理 地 做 到 这 些 呢 ? 受 本 课 启 发 , 收获 下 
面 几 点 启示 : 

2.1 生 本 意识 , 立足 可 动 

《普通 高 中 数学 课程 标准 (实验 )》 指 出 :“ 学 
生 的 数学 学 习 活 动 不 应 只 限于 接受 、 记忆 、 模仿 
和 练习 , 高 中 数学 课程 还 应 倡导 自主 探索 、 动手 
实践 等 学 习 数 学 的 方式 ， 这 些 方式 有 助 于 发 挥 
学 生 学 习 的 主动 性 , 使 学 生 的 学 习 过 程 成 为 在 教 
师 引 导 下 的 ' 再 创造 过程 . 为 学 生 形成 积极 主动 
的 、 多 样 的 学 习 方式 进一步 创造 有 利 的 条 件 , 以 
激发 学 生 的 数学 学 习 兴 趣 , 鼓励 学 生 在 学 习 过 程 
中 养 成 独立 思考 、 积 极 探索 的 习惯 ,高 中 数学 
课程 应 力求 通过 各 种 不 同形 式 的 自主 学 习 、 探 
究 活 动 , 让 学 生体 验 数 学 发 现 和 创造 的 历程 , 发 
展 他 们 的 创新 意识 .” 可 以 说 , 没有 学 生 参 与 的 
课堂 是 低 效 的 、 无 能 的 ,而 学 生 能 否 动 起 来 , 立 
足 两 点 : 首先 课程 的 设计 以 生 为 本 , 其 次 教师 对 
学 生 的 引导 、 调 动 . 

本 课 中 , 为 学 生 “ 动 "设计 了 两 个 平台 . 其 一 ， 
分 组 模式 探讨 不 等 数量 关系 与 实例 ; 其 二 , 电路 
实验 让 学 生 积 极 参 与 , 教师 并 未 将 实验 结论 告诉 
学 生 , 通过 他 们 的 自主 探究 , 注重 了 知识 形成 的 
过 程 , 感受 了 数学 的 无 处 不 在 ! 本 课 新 知 建构 
较为 自然 , 教案 设计 考虑 学 生 的 认 知 基础 , 每 一 
步 都 是 在 学 生 思 维 的 最 近 发 展区 内 进行 , 学生 抢 
答 、 参 与 . 实验 、 小结 等 给 予 了 充分 时 间 , 真正 做 
到 能 让 课堂 “ 动 " 起 来 ! 

2.2 问题 探 完 , 感受 数学 

很 多 时 候 , 数学 课 只 能 围绕 数学 展开 , 像 华 
罗 康 大 师 所 说 “无 处 不 用 数学 ?这 和 句 话 难以 联系 
其 他 知识 . 

本 课 前 段 借助 生活 实例 来 推进 教学 , 先后 设 
置 了 三 个 板块 引领 学 生 思考 、 探 究 , 第 一 板块 自 
然 描 述 生 活 周 边 的 不 等 关系 , 起 到 提取 记忆 、 活 
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路 课堂 的 作用 ， 第 二 板块 抢答 不 等 数量 关系 , 起 
到 承上启下 的 过 渡 作用 ， 第 三 板块 两 个 稍 难 的 
实际 问题 , 正 是 本 课 重 点 一 学 会 用 不 等 式 或 不 
等 式 组 表示 实际 问题 中 的 不 等 关系 , 起 到 画 龙 点 
睛 的 作用 .三 部 分 层 层 递 进 , 问题 的 设置 符合 学 
生 由 易 到 难 的 认 知 规律 , 符合 其 意愿 . 

本 课 后 段 较 为 新 颖 地 设立 "数学 探究 ”一 借 
助 物理 电路 实验 , 从 探究 中 启发 学 生 探求 生活 周 
边 的 不 等 关系 , 通过 学 生 自 主 探究 , 注重 合 情 推 
理 、 归纳 演绎 及 知识 形成 的 过 程 , 真正 感受 了 数 
学 的 无 处 不 在 ! 其 点 睛 之 笔 在 : 


(3) 

7 一生 < 一 一 一 和 全 ! 我 们 将 其 

抽象 归纳 可 得 不 等 式 : 当 a > 0,b > 0 时 , ab < 
4m】 . 这 就 是 “见证 奇迹 的 时 刻 ”， 

总 之 , 整 堂 课 围绕 以 问题 为 载体 、 以 探究 为 
主线 , 让 学 生 感受 了 “ 玩 中 学 、 做 中 思 、 演 中 悟 ”. 

2.3 建立 观念 , 渗透 文化 

位 通 高 中 数学 课程 标准 (实验 )》 指出 : " 数 
学 课程 应 帮助 学 生 了 解数 学 在 人 类 文明 发 展 中 
的 作用 , 逐步 形成 正确 的 数学 观 .” 

数学 之 美 , 低 端 欣赏 在 于 “美观 "层次 ; 数学 
美的 “高端 "欣赏 在 于 和 人 文 意境 的 沟通 ， 本 课 
从 庐山 大 自然 的 美景 到 中 国 古 代 利用 杠杆 原理 
制作 的 器 械 , 从 利用 对 联 小 结 到 豆 校 . 贾 岛 的 诗 
句 , 都 有 直观 的 背景 , 更 多 属于 意境 的 沟通 与 升 
华 , 不 断 在 向 学 生 渗透 数学 文化 .让 学 生 懂得 欣 
赏 数学 中 的 不 等 关系 , 在 头脑 中 建立 起 不 等 观念 
用 数学 的 眼光 来 感受 生活 ， 

2.4 概念 感受 , 切 勿 惜 时 

去 年 4 月 , 章 建 路 博士 在 湖州 做 了 一 个 讲座 ， 
以 大 量 篇 幅 谈 了 概念 教学 的 问题 , 应 把 教育 关注 
的 重点 落 在 数学 的 内 容 、 方 法 和 意义 的 理解 上 ， 
并 多 次 在 谈 到 了 概念 教学 要 注重 理解 “不 惜 时 、 
不 惜 力 ”! 

对 于 本 课 , 整 堂 课 围绕 着 感受 不 等 建构 , 笔 
者 也 更 关注 感受 概念 带 来 的 思考 , 数学 认识 事物 
的 思想 精华 , 列 含 着 最 丰富 的 创新 教育 的 素材 ， 
切 缴 惜 时 惜 力 . 学 生 在 课堂 中 所 学 习 的 、 感 知 的 、 
养 成 的 思维 方式 .方法 迁移 能 力也 会 加 强 , 长 此 
积累 , 学 生 的 数学 素养 必 将 提高 . 


ab 
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《反正 缀 函数 ; 第 一 课时 的 教学 实践 对 比 与 再 设计 


200120 华东 师范 大 学 附属 东 昌 中 学 


, 
数学 概念 教学 一 直 是 数学 教学 的 重点 和 难 
点 , 不 同 教师 对 同一 数学 概念 进行 的 教学 , 可 能 
会 产生 不 同 的 效果 , 值得 我 们 进一步 反思 与 再 
设计 . 2011 年 6 月 初 华东 师范 大 学 附属 东 昌 中 学 
的 两 位 老师 同时 就 “反正 弦 函 数 ” 第 一 课时 开设 
了 公开 课 . 使 用 的 教材 都 是 上 海 教育 出 版 社 的 
《数学 .高 中 一 年 级 第 二 学 期 (试用 本 )》. 
华东 师范 大 学 附属 东 昌 中 学 是 上 海 市 浦东 
新 区 重点 高 级 中 学 之 一 , 执教 的 两 位 老师 分 别 是 
有 16 年 教龄 的 区 骨干 教师 和 有 18 年 教龄 的 一 级 
教师 , 为 叙述 方便 , 将 两 位 分 别 记 为 和 A 教师、B 
教师 . 
本 文 拟 对 这 两 堂 课 进 行 对 比分 析 , 然后 从 
“ 递 运 算 符 ” 的 角度 , 运用 概念 同化 的 方式 对 该 课 
进行 教学 再 设计 . 
一 、 教 学 实践 过 程 
环节 1: 问题 引入 . 
入 教师 用 时 6'05”, B 教 师 用 时 2447. 
教师 呈 现 “已 知 角 求 三 角 比 ”| 救 岳 气 辣 : 为 何 要 底 究 
和 “已 知 三 角 比 的 值 求 角 " 这 | 反正 弦 函 数 这 一 新 的 概 
两 类 问题 ,学 生 对 照 y=sin zx 人 入 壕 R Wilder 的 
:~ _l 学 概念 论 . 
的 图 像 , 发 现 sin p= 在 | 生 听 讲 . 再 间 : 已 知 在 
E [0, 2r] 上 有 两 个 解 ， 并 用 | AABC 中 ,sin A= 上 1， 
计算 器 求 得 近似 值 . 3 
教师 追问 : 车 已 知 sin a =a，| 如 何 求 角 A? 学 生 思 考 . 
ae [一 1, 1]， 则 和 角 必 如 何 表 
示 ? 学 生 想 到 “可 用 反 范 数 
表示 .” 并 由 预习 知 y 二 sin zx 
在 | 二 =， 二 | 上 有 反 函 数 
教师 问 “ 为 什么 研究 好 Y = 
sin 2Z, XE 一 7 工 | 的 反 函 


数 ， 就 可 以 解决 当 sina=a 
时 如 何 表 示 和 角 a 呢 ? ”学生 
沉默 . 





环节 2: 探究 反正 弦 函 数 的 定义 . 
和 A 教师 用 时 1403”, 也 教师 用 时 13'16/. 


(华东 师范 大 学 数学 系 教育 硕士) 左 佳 平 

























教师 呈现 四 个 函数 : 
2 一 22 十 1; 
% 一 VYX 一 1， ZE[1， 十 coji 

% 一 22 二 LI，zE[0, 十 cc)i; 

Y 一 VZ 一 1， ZE[1， +co), 

让 学 生 思 考 : 怎样 的 现 数 有 
反 沾 数 ? 教师 追问 y= sin z， 
ZER 有 有 反 函 数码 ? 如 何 选 择 
合理 区 间 人 中， 使 得 y= sinz 
在 区 间 DD 上 有 皮 函 数 ? 学 生 


一 个 理由 ,教师 补充 三 个 .最 
后 给 出 反正 弦 画 数 定义 . 


学 生 举 例 ， 回 顾 互 为 反 亢 
数 的 函数 。 教师 类 比 y = 
37 的 反 解 X= 二 logsy, 明确 
引入 中 的 问题 , 即 对 sin ox 
二 0, ae [一 1, 1] 进行 反 解 . 
同时 与 学 生 探讨 : 什么 样 
的 函数 有 反 裔 数 ? 三 角 晴 
数 是 否 一 定 有 反 函 数 ? 用 


2 示 ? | 一 工 , 工 
什么 形式 百 示 | p21 9 


是 最 优 的 区 闻 吗 ? 学 生 讨 
论 , 并 说 出 两 个 理由 , 教师 
补充 一 个 .最 后 , 给 出 反正 
弱 函 数 的 定义 . 


环节 3: 理解 . 
和 教师 用 时 7’36”, B 教 师 用 时 了 557. 


教师 呈现 英语 字典 上 arc | 教师 讲解 arc sin 7 
的 解释 ，3 引 导 学 生 谈 谈 对 | 。、 ， .V2 
arc sin Zz 的 理解 ， 要 求 对 含义 ,并 以 arcsin pl 为 
arc sin% 所 示 的 角 进行 扩 | 例 再 解释 一 遍 ， 学 生 听 讲 . 
句 、 修饰 ,学 生 讨论 后 依然 

回答 不 全 ， 教 师 强化 a = 

arcsinz 的 反 解 过 程 ， 解 

释 arc sinz 的 三 层 含义 ， 


环节 4: 巩固 练习 . 
A 教 师 用 时 8'12”, B 教 师 用 时 1357. 

































题 1 说 说 下 列 各 式 是 否 有 意 | 题 1 口述 下 列 符号 的 


;2 .TT 含义 : 
: arcsin 二 ，arcsin 一 ， . 
xX 3 4’ arcsin 1, arc sin 0， 


arcsin 从，arC sin (sin ): arc sin -次 ， 
学 生 对 最 后 一 题 产 生 争 哆 . arc sin V2. 
题 2 求 值 : arc sin 0， 学 生 齐 答 ， 

V2 


arc sin 1 arc sin 一 一 ， 
2 2 


arc sin V3 arc sin 1, 


, ;) /v2 
Aarc SlnlI 一 一 ; Arc Sn 一 一 一 |， 
2 2 


V3 


arcsin -> |) arc sin (一 1)， 


学 生 快 速 口 答 , 猪 想 得 . 


arcsin(—72) = — arc sin x. 
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环节 5: arcsinz 的 应 用 . 
A 教师 用 时 6'03”, B 教 师 用 时 16'40”. 


_ , 题 2 用 反正 弦 函 数值 的 形式 
题 3 用 反正 弦 卫 数值 | 地 
的 形式 小 示 下 列 各 式 中 | 下 趟 『 列 各 到 中 的 外 
的 工 : sinA= 3， Ace [二 ,了 | 
in w=¥3 zel_ ,|. 
sinz 一 zc 3, 引 sin4=-1 4e | 三 ， |; 
. 1 7 3 22 
sinz 一 一 ,ze[- 3 下 在 AABC 中 ， 已 知 sin 4 一， 
sinz= 8, ZE (0,T].1 求 角 4; 


: tt 
最 后 一 题 ,学生 直 接 给 |sin 4= 一 ,4E|-, 一 3]: 
学 生 顺 利 解决 前 三 小 题 ， 第 三 
小 题 也 仅 用 时 1/59“， 但 在 第 
四 小 题 中 ， 学 生 虽 报 出 了 正确 
的 答案 却 无 法 解释 教师 利用 
y 三 sinz 的 图 像 说 明 ， 并 验证 


arc sin 3 一 和 是 正弦 值 为 3 


上 在 人 区 间 内 的 入 共用 时 
11738/ 


环节 6: 小 结 与 思考 . 
A 考生 用 时 253”, BB 教师 用 时 415”. 


程 . 用 时 4 077. 





反攻 的 认识 ? 和 人 的 下 人 是 


arcsin zw 的 相关 性质? 研 | 这 个 角 的 确切 值 ? 


讨 : 已 知 arcsin (cos w) 12， 类 比 alege N 二 N, 你 能 得 
一 zx, 求 z 的 值 . 出 有 关 的 哪些 等 式 ? 学 生 思考 ' 


二 、 对 比分 析 与 反思 

2.1 教学 目标 的 对 比 

两 位 教师 都 把 教学 目标 定 在 理解 反正 弦 函 
数 的 概念 , 会 用 反正 弦 函 数值 表示 角 的 大 小 上 
与 课 标 的 要 求 相 符 , 电 可 以 说 教学 目标 的 确定 差别 
不 大 . 但 在 具体 教学 的 过 程 中 侧重 点 各 有 不 同 ， 
效果 也 过 异 . A 教 师 侧 重 于 反正 弦 函 数 概念 的 
理解 , B 教 师 侧重 于 用 反正 弦 函 数值 表示 角 的 大 
小 (两 位 教师 在 这 两 方面 花费 的 时 间 分 别 是 :A 教 
师 :21’39” 和 6’03”; BB 教师 :14/11” 和 16’40”). 

课 后 反思 中 , A 教师 说 :“ 问 渠 哪 得 清 如 许 , 为 
有 源头 活水 来 .? 她 之 所 以 在 理解 反正 弦 函 数 的 概 
念 上 花费 较 多 的 时 间 和 精力 是 因为 概念 清楚 了 ， 
求 值 的 问题 在 以 后 的 学 习 中 自然 而 然 就 会 解决 ; 
而 如 果 概 念 模糊 不 清 的 话 , 会 对 以 后 的 学 习 造 成 
障碍 , 似 有 本 末 倒 置 之 嫌 ， 在 之 后 的 教学 中 , 我 
们 也 发 现 两 位 教师 在 讲解 用 反正 弦 函 数值 表示 
和 角 的 大 小 时 , 虽然 所 选用 的 例题 题 量 .难度 相仿 ， 
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但 A 教 师 费 时 少 得 多 . 

2.2 引入 的 对 比 

两 节 课 的 引入 都 是 为 了 解决 “为 何 要 引进 反 
正弦 函数 这 一 概念 ?展开 的 , 但 两 位 老师 在 处 理 
上 略 有 不 同 . A 教师 先 回顾 并 抽象 地 提出 了 三 角 
中 的 两 类 问题 :“ 已 知 角 求 三 角 比 * 和 “已 知 三 角 比 
的 值 求 角 ”, 然后 提出 一 个 具体 的 问题 即 “ 已 知 正 
弦 比 的 值 求 角 ”, 请 学 生 借助 计算 器 求解 , 最 后 追 
问 “ 当 sinaQ = a,& € [1,1, 角 w 如 何 表示 ”. 问 
题 设计 层 层 深入 , 由 抽象 到 具体 , 再 到 一 般 , 使 引 
入 反正 终 函数 的 必要 性 呼之欲出 . 

B 教 师 上 课 伊始 即 提出 “为 何 要 引进 反正 了 弦 
函数 这 一 概念 ”, 导 问 明确 . 然后 介绍 及 . Wilder 
的 数学 概念 进化 理论 , 最 后 提出 一 个 与 A 教师 相 
同 的 具体 问题 “已 知 正弦 比 的 值 求 角 ”, 请 学 生 思 
考 . 但 笔者 认为 R.Wilder 的 理论 对 于 学 生来 说 
难以 理解 , 不 适合 在 高 中 课堂 上 介绍 . 

2.3 概念 获得 的 对 比 

两 位 教师 在 教学 中 都 将 反正 弦 函 数 的 概念 
同化 到 原 有 的 反 函 数 的 认 知 结构 中 , 通过 回顾 反 
函数 的 概念 , 引导 学 生 选 择 合 理 的 区 间 求 解 正弦 
冰 数 的 反 函 数 . 但 “为 什么 研究 好 y = sinzZ,Z € 

-和 澡 的 反 函 数 , 就 可 以 解决 当 sina = a 时 
如 何 表 示 角 w 呢 ?2，A 教 师 类 比 % = 3 的 反 解 
Z 一 logsy 对 siaa = wa € [-1,1] 进行 反 解 
的 解释 似乎 更 有 说 服 力 , 概念 同化 的 逻辑 性 也 更 
强 . 

2.4 难点 突破 的 对 比 

课 后 的 访谈 中 两 位 老师 均 表 示 , 本 节 课 的 难 
点 在 于 对 符号 arcsin2Z 的 理解 , 她 们 都 提 到 了 该 
符号 的 三 层 含义 , 但 所 用 的 方法 各 不 相同 . B 教 
岳 在 给 出 反正 弦 函 数 定 义 后 , 口述 了 arcsinz 符 
号 的 三 层 含义 , 之 后 又 以 arcsin 2 为 例 再 解释 
了 一 遍 . 老师 说 得 很 明确 , 只 是 不 知 学 生 领 会 了 
几 层 , 如 果 arcsin 2 的 解释 由 学 生来 完成 是 否 
效果 更 好 ? 

A 教师 在 这 部 分 似乎 花 了 更 多 的 心思 . 她 先 
给 出 了 arc 的 英语 解释 ,引导 学 生 讨 论 arcsinz 
的 含义 , 在 讨论 陷入 僵局 时 , 明确 要 求 对 arcsin x 
表示 的 角 进 行 修饰 和 扩 句 . 并 通过 强化 a = 
arcsinZ 反 解 的 过 程 , 解释 arcsinz 的 三 层 含义 ， 
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使 这 三 层 售 义 有 据 可 循 . 之 后 , 两 位 老师 都 立刻 
配 以 巩固 练习 , 除了 常见 的 正 例 外 , 均 出 现 了 形 
如 arcsin V2、 arcsin7 的 反例 . 特别 是 A 教师 的 
arc sin (sin 于 ) ,引起 了 学 生 的 争论 , 

2.5 例 、 习 题 教 学 的 对 比 

两 位 老师 的 例 、 习题 可 分 为 三 类 , 一 是 对 符 
号 arcsinzZ 的 巩固 理解 , 二 是 特殊 值 求 角 , 三 是 
用 反正 弦 函 数 表 示 角 的 大 小 . 所 用 的 教学 方式 
大 致 相同 : 学 生 先 做 , 老师 后 点 评 . 但 所 选 的 例 、 
习题 略 有 出 入 . 


A 教师 选用 的 aresin (sn 等 深化 了 学 


生 对 arcsinz 的 理解 ， 也 是 进 二 步 探索 何 时 
arcsin(sin2Z) 三 和 的 契机 , 可 惜 该 教师 没有 抓 住 . 
A 教 师 还 有 意识 地 将 一 些 特 殊 角 成 对 出 现 , 使 学 
生 很 容易 猜想 得 arcsin(-2zZ) = 一 arcsinx. 

也 教师 将 一 、 二 两 类 问题 合并 , 节约 了 时 间 ， 
但 同时 学 生 也 失去 了 探索 arcsin( 一 x) 性 质 的 机 
会 .在 第 三 类 问题 中 , B 教 师 的 最 后 一 问 :“ 已 知 
sinA = -83,4 = 一 一 ， 试 用 反正 弦 函 数 
表示 角 A” 最 为 复杂 . 学 生 虽 报 出 正确 答案 却 元 
法 解释 , 而 BB 教师 也 仅 是 用 “正弦 函数 图 像 " 和 人“ 求 
该 角 正 弦 值 * 两 种 方法 验证 了 该 生 所 说 的 答案 是 
正确 的 , 费时 11 38…，, 其 实用 计算 器 验证 岂 不 更 
快 ? 但 真正 令 人 困惑 的 是 如 何 求 得 这 个 正确 管 
案 的 , 这 一 问题 一 直 悬 而 未 决 . 

2.6 反思 

何 小 亚 在 《中 学 数学 教学 设计 》 中 指出 : 概 
念 教学 的 本 质 不 是 低 水 平 的 概念 言语 连锁 学 习 ， 
而 是 要 帮助 学 生 在 脑 中 形成 概念 表象 , 帮助 学 生 
在 脑 中 建构 起 良好 的 概念 图 式 , 而 良好 的 概念 图 
式 是 由 一 系列 反应 概念 本 质 属 性 的 观念 组 成 的 . 

在 反正 弦 函 数 中 , 反映 arcsinz 本 质 属 性 的 
观念 至 少 应 该 包括 以 下 几 点 :@ arcsinz 是 sina 
一 2,ZE [一 1,1] 反 解 的 结果 ; 四 它 表示 一 个 弧 
度 制 下 的 角 ; @ 这 个 角 的 范围 在 | 和, 于 | 中 ; @ 
这 个 角 的 正弦 值 为 z; @ ze[-1,1]; ®@ arcsin zx、 
log。 ZY 和 Vz 一 样 都 是 数学 符号 ，:……: 因此 ， 
反正 路 函数 不 仅 可 以 如 上 述 两 位 老师 那样 同化 
到 肥 函 数 的 认 知 结构 中 , 也 可 以 同化 为 " 道 运 算 
符 ” 的 认 知 结构 中 . 如 果 说 反 函 数 概念 使 得 “已 知 
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三 角 比 求 角 ”问题 的 解决 成 为 可 能 , 那么 “ 逆 运 算 
符 " 则 是 arcsinz 的 本 质 ， 所 以 , 在 教学 设计 中 ， 
概念 同化 应 更 遵循 后 一 条 轨迹 , 反 函 数 概 念 则 只 
是 创造 新 的 “ 逆 运算 符 ” 的 理论 依据 . 循 着 这 样 的 
轨迹 , 使 学 生 经 历 “ 再 创造 ?的 过 程 , 体会 数学 创 
新 的 乐趣 . 此 外 , 与 arcsinz 有 关 的 三 个 等 式 即 
性 质 , 也 是 对 有 反正 弦 画 数 概念 的 深化 , 应 该 在 这 
党 课 上 讲解 , 符合 教学 目标 , 

基于 以 上 的 对 比 与 反思 , 笔者 对 《反正 弱 函 
数 》 第 一 课时 进行 了 教学 再 设计 . 

三 、 教学 再 设计 

教学 主题 : 反正 弦 函 数 第 一 课时 

教学 目标 : 

1. 回 顾 log_uz、wVz 的 产生 过 程 , 掌握 arcsin zx 
符号 的 含义 , 经 历数 学 “再 创造 ?的 历程 . 

2. 理 解 反 正弦 函数 的 概念 驳斥 反例 , 知道 
反正 弦 函 数 的 性 质 . 

3. 会 用 反正 弦 函 数 的 值 表示 角 的 大 小 , 知道 
数学 内 容 中 普遍 存在 的 相互 联系 、 相 互 转化 的 规 
律 . 

教学 重点 与 难点 : 

重点 : 理解 反正 弦 通 数 的 概念 . 

难点 : 掌握 arcsinz 符 号 的 含义 . 

教学 设计 : 新 课 引 入 . 

© 站 





@@ 预计 新 符号 的 特征 . 
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做 些 什么 | 这 角 或 许 有 范围 , 它 的 正 
”| 售 值 是 +， 新 符号 可 以 


表示 新 函数 ,新 函数 或 许 
是 正弦 函数 的 反 函 数 . 
新 课 教学 . 
人 2 函数 的 四 
设计 意图 
问 . [1. y= 二 同化 概念 . 
函数 吗 ? 为 什么 ? 
2. 如 何 选择 区 间 才 能 使 
得 y 二 sinz 在 其 上 有 上 反 
症 数 ， 你 选 的 区 间 够 好 


教师 行为 
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(上 接 第 2-1 页) 教学 中 渗透 , 在 高 一 高 二 的 常规 课 中 也 可 以 通过 
3 的 开放 性 问题 “在 问题 1,2 的 提示 下 , 能 否 利用 巧妙 设计 达到 “循序 渐进 做 高 考题 * 的 目的 . 其 实 
数列 {an} 和 {bx} 构造 一 个 新 数列 {cx}, 并 人 研究 作为 开放 性 问题 , 教师 也 可 以 引导 学 生 课 下 继续 
其 基本 性 质 ” 激 起 学 生 的 创新 思维 与 开放 性 想法 . 研究 与 探讨 从 两 个 基本 数列 (等 差 数列 与 等 比 数 
这 进一步 体现 出 高 考题 中 的 好 题 不 是 光 在 高 三 列 ) 出 发 构造 一 些 新 数列 . 


[一 1, 1]; arcsinz 是 
sina = 7, x € [—1, 1] 
反 解 的 结果 ; arcsin 7 
和 log。 也 > Vz 一样 都 
是 人 们 创造 的 、 求 解 
“ 逆 问 题 " 的 数学 符号 . 


学 生 行 为 | 教师 行为 “| 关键 语 | 设计 党 图 
答题 ， 争 | 说 说 下 列 各 式 是 否 | 猪 想 何 时 | 现 轩 理解 
鸣 . 有 意义 : arcsin, 















.A 
arcsin—, arcsin—, 
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一 样 的 “哈姆雷特 ”, 异样 的 “精彩 ” 
-一 从 《 双 曲 线 的 标准 方程 》 两 节 课 谈 起 
211800 江苏 省 江浦 高 级 中 学 徐 爱 勇 : 


有 一 位 名 师 这 样 说 过 : “ 苞 士 比 亚 笔下 的 哈 
姆 雷 特 , 如 果 找 1000 个 演员 来 扮演 的 话 , 就 会 有 
1000 个 不 同 的 哈姆雷特 .” 南京 市 教研 富 前 段 
时 间 开 展 了 “ 同 课 蜡 构 ” 的 教研 活动 , 对 同一 内 容 
一 《 双 曲 线 的 标准 方程 ) 开设 了 两 节 课 (下 面 为 
了 叙述 方便 , 简称 课堂 1 和 课堂 2), 笔者 听 后 , 感 
受 颇 丰 . 下 面 就 这 两 节 课 作 如 下 的 比较 和 分 析 . 

1.。 案例 背景 

《 双 曲 线 的 标准 方程 》 是 选修 1-1( 文 科 ) 或 
选修 2-1I (理科 ) 中 第 二 章 《 圆 锥 曲线 》 中 的 教学 
内 容 , 是 继 椭圆 之 后 的 第 二 种 圆锥 曲线 . 教学 的 
下 位 目标 是 了 解 双 曲线 的 标准 方程 , 并 能 初步 进 
行 运用 ; 上 位 上 且 标 是 通过 与 椭圆 类 比 获得 双 曲 线 
的 相关 知识 , 培养 学 生 类 比 、 分 析 、 归 纳 、 推 理 
等 能 力 和 善于 寻找 数学 规律 的 能 力 . 

2. 案例 异同 

2.1 新 课 引 入 的 方式 不 同 

课堂 1 是 从 请 学 生 回顾 双 曲 线 的 几何 定义 著 
手 , 得 到 平面 内 满足 条 件 的 动 点 的 轨迹 , 并 且 在 
黑板 上 预先 画 好 了 两 组 双 曲 线 , 给 学 生 图 形 上 的 
直观 感受 .这样 的 引入 能 让 学 生 很 快 地 进入 角 
色 , 很 快 地 吸引 学 生 的 注意 力 . 

课堂 2 是 从 《椭圆 的 标准 方程 》 的 学 习 过 程 
中 提炼 出 一 组 问题 串 , 通过 类 比 得 到 双 曲 线 的 研 
究 方法 . 问题 串 如 下 : 

问题 1: 椭圆 的 定义 是 什么 ? 

问题 2: 椭圆 的 标准 方程 是 怎样 的 ? 

问题 3: 方程 中 的 a、b、c 关 系 如 何 ? 

问题 4: 如 何 通过 方程 来 确定 椭圆 的 焦点 所 
在 的 位 置 ? 

这 样 的 引入 能 让 学 生 自 觉 地 进入 研究 动 点 
的 轨迹 状态 中 去 , 激发 了 学 生 不 汤 探 索 新 知识 的 


2.2 概 式 化 简 处 理 的 手段 不 同 

课 答 1 中 的 老师 通过 提问 第 一 位 学 生得 到 双 
曲线 的 定义 后 , 便 快速 地 和 学 生 共 同 探究 得 到 
[IV(z+e? + V(r—O2+ 人 |= 2a, 接 下 
来 就 让 学 生 自 行 探究 : 如 何 化 简 ? 合理 性 怎样 ? 
教师 巡视 (大 约 有 10 分 钟 ), 然后 让 学 生 讲 出 其 想 
法 , 并 请 同学 上 人 台 来 利用 实物 投影 讲评 . 我 们 也 
看 到 正 是 因为 有 了 这 10 分 钟 的 “ 空 堂 ”, 才 会 有 
后 面 同学 们 的 精彩 “表演 ". 通过 这 上 段 时 间 的 “ 白 
磨 ", 大 部 分 同学 能 够 完成 化 简 过 程 . 同时 , 还 有 
一 位 同学 说 道 :所 区 V(z+e? + 


+ Vz— ce?2+y 2clz| ,再 把 两 式 平方 相 加 
即 得 . 通过 这 一 教学 片 届 给 我 们 带 来 的 感受 
是 : 课堂 中 主角 的 定位 很 准确 . 

课堂 2 中 的 老师 在 上 述 椭圆 的 系列 问题 串 
中 ， 请 同学 回答 如 何 化 简 V(x 十 c)? 十 十 
Vz 一 0) 二 + 如 二 2a 这 一 代数 方程 ,以 及 化 简 
过 程 中 的 一 些 代 换 和 技巧 ， 这 样 就 从 形 与 数 两 
个 方面 给 同学 们 留 下 了 类 比 的 空间 , 因此 整个 双 
曲线 标准 方程 的 推导 过 程 都 是 由 学 生 上 黑板 板 
演 而 来 . 通过 这 一 教学 片段 , 给 我 们 带 来 的 感受 
是 : 同学 们 参与 的 热情 很 高 . 

2.3 引出 双 曲 线 另 一 种 标准 方程 的 手段 不 同 

课堂 1 中 的 老师 是 请 学 生 反 思 双 曲线 标准 方 
程 的 推导 过 程 , 然后 借助 黑板 上 预先 画 好 的 双 井 
线 图 形 , 引导 学 生 先 从 图 形 的 角度 谈 两 种 双 曲 线 
的 差别 . 其 中 有 一 位 同学 说 得 很 好 : “我们 可 以 利 
用 坐标 轴 旋 转 把 问题 进行 转化 , 从 而 在 代数 方程 
中 的 体现 就 是 互 换 x、y 的 位 置 .” 最 后 再 从 代数 
方程 |V(z 十 Cc? 十 沪 一 Vz 一 0 十 | = 24 的 
角度 给 予 解释 . 

课堂 2 中 的 老师 则 是 引领 学 生 再 回 到 “椭圆 
标准 方程 的 推导 ”过程 中 , 同时 提出 这 样 的 问题 : 
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怎样 推导 焦点 在 y 轴 上 的 椭圆 标准 方程 呢 ? 通过 
这 一 问题 的 回答 , 同学 们 此 时 已 经 能 够 做 到 吐 故 
纳 新 . 此 时 , 该 教学 片段 已 经 充分 地 达到 这 节 课 
的 上 位 目标 

2.4 对 双 曲 线 的 标准 方程 的 认识 方式 不 同 
课堂 1 在 得 到 双 曲 线 的 标准 方程 后 幻灯 片 
上 出 现 两 个 具体 的 双 曲 线 方程: 7 一 夺 = 1 和 


2 2 
和 — 了 = 1, 教师 请 学 生 写 出 其 焦点 坐标 , 然 
后 再 请 学 生 总 结 这 两 个 方程 所 对 应 的 图 形 在 直 
观 上 的 差别 ,最 后 再 和 同学 们 共同 归纳 出 “焦点 
跟着 正 的 走 ” 这 样 的 口诀 . 
课堂 2 在 得 到 方程 后 , 也 以 幻灯 片 的 形式 展 


现 出 这 样 的 问题 : 判断 下 列 方程 是 否 表示 双 曲 


线 ? 若是 , 求 出 其 焦点 坐标 (DO _ 


2 
2 
1; (9) (3)4z2 一 2y? = 1. 该 


教师 同样 是 用 问题 串 的 方式 来 加 深 学 生 对 双 曲 
线 标准 方程 在 代数 意义 上 的 理解 ; 同时 也 通过 变 
式 , 使 同学 们 体会 解 题 中 的 辩证 思想 -一 透 过 现 
象 看 本 质 , 变化 中 抓 住 不 变量 . 

2.5 例题 的 讲解 效率 有 所 不 同 

课堂 1 与 课堂 2 都 是 把 课本 上 的 例题 作为 例 
1: 已 知 双 曲线 的 两 个 焦点 分 别 为 五 ( 一 5,0)、 
(5,0), 双 曲 线 上 一 点 PP 到 玉 、 Fz 距离 的 差 的 
绝对 值 等 于 8, 求 双 曲 线 的 标准 方程 . 

课堂 1 的 教师 由 于 在 前 面 推导 标准 方程 过 程 
中 舍得 给 学 生 充 分 地 自主 探究 时 间 和 空间 , 这 样 
势必 会 导致 例题 教学 中 所 辐射 的 面 不 够 广 . 

课堂 2 的 教师 则 是 引导 同学 们 给 出 了 如 下 的 
变 式 : 

(1) 把 < 双 曲 线 上 一 点 P 到 及 、 忆 距离 的 差 
的 绝对 信 等 于 8 改 为 “ 取 则 线 过 点 己 ( 6, 2V5)” 

(2) 把 “绝对 值 ” 三 个 字 去 掉 , 情况 又 如 何 ? 

通过 这 一 教学 片断 , 使 我 们 充分 体会 到 : 要 
想 真 正 落实 新 课 改 精神 , 我 们 应 多 从 课本 的 例 习 
题 中 寻找 知识 的 “生长 点 ”. 

3. 案 例 反思 

3.1 总 体感 受 

两 节 课 都 非常 精彩 ,教师 都 能 以 民主 的 精神 
开放 的 态度 、 合 作 的 方式 、 宽松 的 环境 组 织 教 
活动 , 教学 过 程 圣 现 出 一 种 双向 的 交流 、 加 的 
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建构 , 教师 能 够 通过 预先 设置 好 的 问题 情境 , 给 
学 生 构 建 好 活动 平台 , 能 够 真正 地 将 新 课 改 精神 
落实 到 实处 . 

课堂 1 的 教师 教 态 自然 , 思路 清晰 , 严谨 又 
有 条 理 , 能 够 跟着 学 生 的 思路 走 , 课堂 中 重视 "上层 
路 ”分 析 . 长 此 以 往 , 学 生 的 数学 素养 就 不 一 样 
了 . 

课堂 2 的 教师 的 课 演 从 语言 到 教 态 再 到 问题 
串 , 处 处 都 给 我 们 透 出 这 样 的 信息 : 激情 . 整 堂 
课 学 生 的 思维 都 处 在 类 比 的 过 程 中 , 形成 了 很 强 
的 正 迁 移 , 如 此 下 去 , 我 们 的 课堂 教学 就 真正 地 
做 到 “有 效 教学 ”了 

3.2 商讨 之 处 

(1) 课 题 的 引入 不 够 情境 化 

对 这 节 课 的 引入 , 笔者 还 有 这 样 的 看 法 , 即 
能 否 从 实际 问题 情境 出 发 , 探究 出 动 点 的 轨迹 形 
成 双 曲 线 图 形 . 如 :已 知 4、B 两 地 相距 800m, 一 
炮弹 在 某 处 爆炸 , 在 4 处 听 到 爆炸 声 的 时 间 与 在 
BB 处 听 到 爆炸 声 的 时 间 绝 对 值 相差 2s, 设 声速 为 
340m/s, 问 : (外) 爆炸 点 在 什么 曲线 上 ? (2) 求 
这 条 曲线 的 方程 . 

这 种 以 问题 为 中 心 , 强调 了 数学 的 活动 , 同 
时 也 给 同学 们 留 有 充分 的 自主 和 创造 的 空间 , 作 
为 一 名 一 线 数 学 教师 , 要 让 学 生 明 白 我 们 所 教 的 
数学 确实 是 从 现实 中 来 , 逐步 抽象 而 成 的 , 但 它 
应 该 也 是 一 种 每 个 人 都 能 理解 的 、 自然 的 和谐 
的 数学 . 

(2) 对 标准 方程 推导 的 “ 度 ” 的 把 握 不 够 到 位 

课堂 1 的 教师 在 这 里 给 学 生 大 约 10 分 钟 的 
自主 活动 时 间 , 但 一 开始 他 未 给 出 适当 的 引导 和 
规定 , 从 而 导致 有 些 同 学 出 现 表 达 记 号 比较 混乱 ， 
还 有 一 些 同学 在 |V (xz 十 2 十 欠 一 Vz 一 十 多 | 
= 2 这 一 步 就 开始 平方 , 从 而 后 面 的 时 间 只 能 成 
为 无 效 时 间 , 以 致 于 只 能 当 "“ 看 客 ” 在 推导 完 标 
准 方程 后 , 该 教师 请 了 3 位 学 生 , 分 别 来 谈 谈心 
得 体会 .3 位 学 生 一 律 谈 的 都 是 “如 何 化 简 无 理 
根 式 ””, 并 未 提 到 "* 求 轨迹 方程 的 一 般 步 骤 . 遗 
憾 地 是 , 该 教师 在 这 里 也 并 未 作出 适当 的 补充 ， 
这 样 就 缺乏 一 次 从 “感性 "到 “理性 ”的 升华 . 

课堂 2 的 教师 在 这 里 主要 是 借助 回顾 推导 椭 
圆 的 标准 方程 的 步 又 , 通过 类 比 , 师 生 共同 得 到 
方程 |Vtz 十 o 十 六 一 VC 一 c++2 = 20, 
此 时 下 面 有 不 少 学 生 在 说 分 两 种 情况 讨论 . 但 
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该 教师 却说 :“ 这 里 并 不 需要 讨论 , 只 需要 把 上 式 
变形 为 V(Zz 二 ci2 十 只 一 V(Z 一 c) 十 只 = 土 2a 
就 可 以 了 ”. 当然 , 从 效果 上 来 看 , 这 样 更 有 利于 
我 们 板 演 的 简洁 性 , 但 从 情感 的 需要 来 看 , 师 生 
在 这 里 可 以 共同 做 一 个 “微型 探究 ”. 这 样 , 应 该 
更 有 利于 培养 学 生 务实 和 勇于 探索 的 精神 . 虽然 
椭圆 和 双 曲 线 是 一 对 "姐妹 花 ", 从 类 比 推理 的 角 
度 来 看 , 这 样 的 处 理 办 法 确实 很 成 功 , 但 从 探索 
和 创新 的 角度 来 看 , 由 于 情境 导入 的 时 间 过 长 ， 
教师 有 “包办 ”的 嫌疑 . 

3.3 给 我 们 带 来 的 教学 启示 

(1) 发 现 问题 提出 问题 比 解决 问题 更 重要 

爱 因 斯 坦 说 的 这 句 话 , 也 许 很 多 教师 都 会 说 : 
这 道理 我 懂 .， 确实 , 像 爱 因 斯 坦 说 的 那样 , 解决 
问题 或 许 是 数学 或 实验 上 的 一 个 技能 而 已 , 而 提 
出 新 的 问题 ,新 的 可 能 性 , 从 新 的 角度 去 看 旧 的 
问题 , 却 需 要 创造 性 的 想象 力 . 但 是 , 要 将 这 真 
正 地 落实 到 课堂 层面 确实 不 容易 ! 

两 位 教师 在 本 节 课 的 引入 方面 做 得 不 够 情 
境 化 , 笔者 认为 , 本 文 后 来 所 提供 的 实际 问题 则 
给 同学 们 提供 了 一 个 更 广阔 的 和 舞 台 . 为 此 , 我 们 
是 否 可 以 这 样 大 声 疾 呼 : 给 发 现 问题 ,提出 问题 
一 个 应 有 的 位 置 吧 ! 

(2) 重 实质 \ 轻 形式 才 是 数学 教学 之 要 义 

一 谈 到 “淡化 形式 、 注重 实质 *”, 有 的 教师 可 
能 立即 就 说 :这 道理 我 更 懂 , 并 且 我 在 实际 教学 
中 也 做 了 . 但 是 , 果真 如 此 吗 ? 

课堂 2 的 师 生 双边 活动 开展 得 十 分 顺利 , 课 
党 上 是 一 派 欣欣 向 荣 的 景象 ， 同学 们 确实 能 够 
很 “成功 "地 获得 双 曲 线 方 程 形式 化 的 表达 . 《 普 
通 高 中 数学 课程 标准 (试验 )》 中 指出 :“ 在 数学 教 
学 中 , 学 习 形 式 化 的 表达 是 一 项 基本 要 求 , 但 是 
不 能 只 限于 形式 化 的 表达 , 要 强调 对 数学 本 质 的 
认识 , 否则 会 将 生动 活 泌 的 数学 思维 活动 淹没 在 
形式 化 的 海洋 里 .” 
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(3) 只 有 学 生 亲 自体 会 的 数学 思想 才 是 有 活 
力 的 

笔者 一 直 认 为 数学 思想 是 可 以 教 的 , 即 只 要 
在 教学 中 为 学 生 提供 大 量 含 有 相同 数学 思想 的 
例子 , 学 生 就 一 定 能 掌握 这 种 数学 思想 . 相信 很 
多 教师 也 有 同感 , 说 不 定 在 日 常 教学 中 也 是 这 样 
做 的 . 但 是 , 通过 对 课堂 2 引入 的 反思 , 笔者 对 这 
一 观念 产生 了 很 大 的 怀疑 . 因为 在 课堂 上 我 们 
只 看 到 学 生 在 做 这 些 相关 的 问题 , 但 却 不 知道 学 
生 在 做 时 究竟 想 些 什么 . 表面 上 看 , 学 生 一 直 在 
动手 动脑 , 但 从 认 知 心理 学 角度 来 看 , “做 "不 一 
定 能 代替 学 生 “ 想 ”, 数学 思想 的 形成 是 一 个 不 停 
反思 的 过 程 . 如 果 教 学 中 过 分 强调 程序 , 就 无 法 
促进 学 生 进一步 理解 要 体验 的 抽象 概念 了 . 而 
课 益 1 虽然 在 引入 时 并 不 是 很 顺利 , 但 是 它 是 由 
学 生 自己 主动 地 “思索 "而 孕育 的 "新 生 ”, 从 而 就 
有 了 别 样 的 精彩 . 

一 节 课 成 功 与 否 , 是 要 看 有 没有 高 水 平 的 思 
维 活动 , 有 没有 围绕 学 科 概 念 的 本 质 和 主要 的 思 
想 方 法 ， 有 没有 在 学 生 的 认 知 基础 上 提出 问题 ， 
引发 学 生 在 最 近 思 维 发 展区 积极 地 思考 , 培养 学 
生 的 思维 能 力 , 帮助 其 逐渐 形成 良好 的 学 习 方法 . 

通过 “ 同 课 异 构 ” 这 样 的 方式 , 使 我 们 更 多 的 
数学 一 线 教师 思想 更 丰富 , 感受 更 深刻 . 有 思想 
的 教师 , 必然 能 够 教育 出 更 有 思想 、 更 有 能 力 的 
学 生 . 
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- ?on > 2), al = 1 也 适合 此 式 , 故 
a +y (n > 了 .不 难 求 得 如 = (n 十 1)?. 


注 : 取 对 数 之 后 , 再 用 差分 法 , 是 差分 思想 的 
变 式 运 用 . 

知识 是 凝固 的 , 思想 方法 是 活 的 . 高 考试 题 
体现 了 凝固 知识 中 所 内 蕴 的 思想 方法 , 研究 高 考 
试题 有 助 于 我 们 从 思想 方法 的 高 度 灵 活 掌握 教 
材 内 容 . 
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横 看 成 岭 侧 成 峰 


430079 湖北 省 武汉 市 华中 师范 大 学 国家 数字 化 学 习 工 程 撤 术 研究 中 心 。 间 俞 成 


东 坡 诗 云 : 模 看 成 岭 侧 成 峰 , 远近 高 低 各 不 
同 . 同一 个 事物 ,从 不 同 角度 看 , 所 得 到 的 是 不 
一 样 的 . 多 角度 的 观察 和 分 析 , 会 将 事物 看 得 更 
全 面 , 了解 更 细致 . 每 当 看 到 此 句 时 , 笔者 都 会 
想起 阿 贝 尔 乍 理 . 

阿 贝尔 是 挪威 数学 家 . 他 是 个 天 才 , 虽然 只 
活 了 27 岁 , 但 对 数学 的 贡献 巨大 , 将 永和 垩 史册 . 
他 曾 提 出 这 样 一 个 恒等式 : 

albi + a2b2 + 03b3 十 … 十 anbn = a1(01 — 
b2) 十 (ai 十 a2)(b2 一 站) 十 … 十 (al 十 az 十 … 十 
an_1j(pn -1 一 bn) 十 (al 十 az 十 … 十 an)pn. 

当 n = 3 (图 1) 时 , @101 十 wzbo 十 aspa = 
alf(bl — b2) 十 (al + 02)(b2 — b3) 十 (aa 十 aa 十 
a3)bs. 

看 似 有 点 复杂 , 但 看 明白 之 后 , 其 实 很 有 意 
思 , 不 过 就 是 从 模 纵 两 个 角度 看 而 已 . 


01 
| |b1—b2 
bi b2—bs 
» 


图 1 

看 似 平 常 其 实 最 奇 崛 . 仔细 想来 , 这 种 多 个 
角度 看 问题 的 思想 是 如 此 地 重要 , 符 不 基于 此 ， 
很 多 方程 都 无 法 列 出 来 . 单 增 先 生 曾 写 过 一 本 小 
册子 《 算 两 次 》, 就 是 专门 论述 这 一 点 的 . 

初等 数学 如 此 , 高 等 数学 亦 如 是 . 勒 贝 格 积 
分 和 黎 曼 积分 的 主要 区 别 , 就 在 于 前 者 是 对 函数 
的 值 域 进行 划分 , 后 者 是 对 冰 数 定义 域 进行 划分 . 
不 就 是 从 横 纵 两 个 角度 看 么 ? 勒 贝 格 本 人 也 对 
此 有 过 比喻 :假如 我 从 人 家 一 笔 钱 , 现在 要 还 , 知 
按 钞票 面值 的 大 小 分 类 , 然后 计算 每 一 类 的 面额 
总 值 , 再 相 加 , 这 就 是 勒 贝 格 积分 思想 ; 如 不 按 面 
额 大 小 分 类 , 而 是 按 从 钱 袋 取出 的 先后 次 序 来 计 
算 总 数 , 那 就 是 黎 曼 积分 思想 . 

下 面 笔者 给 出 一 些 例 子 , 与 大 家 分 享 . 


案例 1 图 的 面积 . 

线 动 成 面 . 圆 面 的 生成 有 多 种 方法 , 可 用 一 
条 半径 旋转 一 周 生 成 (图 2), 那 我 们 分 解 较 面 积 
时 可 考虑 将 圆 面 分 成 很 多 小 扇形 . 如 图 3, 先 将 
圆 分 成 霹 干 等 份 , 然后 将 图 弧 展 开 , 接着 将 上 边 
部 分 平移 一 个 三 角形 的 位 置 , 最 后 将 上 边 部 分 插 
入 到 下 边 部 分 . 我 们 可 以 调整 分 解 贺 的 份 数 , 容 
易 看 出 , 分 得 越 细 , 最 后 得 到 的 图 形 越 接 近 于 和 矩 





也 可 以 认为 圆 面 是 由 一 个 半径 可 变 的 圆 运 
动 生成 (图 4, 半径 从 0 变 大 到 7, 那么 圆 面积 可 
看 作 是 这 一 族 动 圆 周 的 集合 . 如 图 5, 将 这 一 族 
圆周 展开 成 一 个 底 为 2x7, 高 为 7 的 三 角形 , 因此 


S=3°(27) 7 一 TI 





图 4 
案例 2 向 量 与 方程 . 
笔者 被 问 到 这 样 的 问题 : 在 大 学 时 学 习 《高 
等 代数 》, 常常 看 到 向 量 空间 这 样 的 名 词 ， 却 从 
未 见 书 上 画 一 条 有 大 小 、 有 方向 的 线段 来 表示 
向 量 , 到 底 中 学 学 的 向 量 和 大 学 学 的 向 量 是 不 是 
一 回 事 路 ? 
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大 学 所 学 的 向 量 是 中 学 所 学 向 量 的 进一步 
抽象 . 有 一 些 具体 的 例子 可 作为 连接 这 两 者 之 
间 的 桥梁 , 但 国内 所 编写 的 教材 很 少 有 这 样 的 例 
子 , 国外 的 教材 对 此 还 是 讲 得 比较 清楚 的 . 下 面 
这 个 案例 出 自 麻 省 理工 学 院 所 用 教材 《线性 代数 
引 论 》. 

Z 一 一 

以 方程 组 | 


3 来 说 ， 可 以 用 作 图 
ZX++2y = 


求解 . 在 图 6 中 , 明显 看 出 ”这样 的 数 形 


结合 , 不 能 说 不 对 ER 始终 还 把 广 
程 组 看 作 是 两 个 方程 的 简单 组 合 , 没有 把 方程 组 
看 成 是 一 个 整体 





图 6 图 7 


如 果 把 方程 组 看 作 是 一 个 整体 Az = b, 不 


纠结 于 原来 的 两 个 方程 . 换个 角度 , 不 横着 看 .而 
2z —y =0, 

是 竖 着 看 , 则 可 以 将 方程 组 /  Y 看 成 
一 2 十 2 一 3 


2 一 】 0 

Re( 1) + 2 ) -= (3 

如 图 7, 在 坐标 系 中 作出 O4、 OB、OC, 很 
明显 , O04 + 208B = OC. 

到 此 , 终于 将 解 线性 方程 和 向 量 结合 在 一 起 
了 ，, 而且 还 是 有 大 小 、 有 方向 的 线段 来 表示 向 量 ! 

高 等 数学 是 有 难度 的 , 如 果 教 材 编写 得 太 抽 
象 , 读者 学 了 之 后 也 是 云 里 雾 里 . 若 读者 总 执着 
于 初等 数学 的 具体 , 也 很 难 理解 得 深刻 . 这 中 间 
的 度 不 好 把 握 , 桥梁 不 好 搭 ! 

案例 3 面积 的 割 与 补 . 

对 于 面积 , 通常 做 法 是 倒序 相 加 . 用 图 形 表 
示 就 是 先 作 图 8, 再 作 一 个 完全 一 样 的 图 形 “ 守 0” 
在 上 面 ( 图 9), 于 是 2S = (1 十 n) 十 (2 十 n 一 1) 十 

十 (V+1))==n(1l 十 n), 即 5S = + 

这 样 的 作 图 无 疑 是 繁杂 的 ， 完全 可 以 简化 . 

在 图 9 上 加 一 条 直线 可 得 图 10, 此 时 5 = 1 十 2 十 
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图 8 图 9 图 10 


补 需要 另 构 新 闻 ; 而 所 只 要 在 原 图 上 小 人 
即 可 ， 只 用 割 就 能 解决 问题 , 何必 多 此 一 举 , 还 
要 补 呢 ? 

图 9 和 图 10 差 别 较 大 , 但 若 从 计算 公式 分 析 ， 
则 仅 是 系数 作 了 一 些 分 配 、 结合 的 小 动作 而 已 
Ss=? 3 既 可 以 重组 为 3In(n 十 1) 也 可 
以 重组 为 人 + 人 ,这 也 许 就 是 数学 中 的 文字 洲 
戏 , 但 绝 不 可 小 孜 它 . 与 之 类 似 的 梯形 的 面积 公 


1 十 1 1 
式 5 一 2(0 + 6)h = 一 52h+ 30%, 如 





图 11、 图 12. 
b 6 
11 图 12 


案例 4 公式 系数 分 配 三 例 . 

三 角形 面积 公式 、 平 方差 公式 、 多 边 形 内 角 
和 公式 , 这 三 者 好 像 是 风 马 牛 不 相 及 , 但 此 处 却 
合 在 一 处 了 . 

三 角形 面积 公式 有 三 种 不 同 的 表达 方式 : 5S 
一 50h =Q a = io h= (oh), 与 图 13 
心 图 16 一 一 对 应 ， 其 几何 意义 是 显然 的 


1 
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对 一 道 西班牙 数学 奥林匹克 试题 的 再 研究 


710061 陕西 师范 大 学 附属 中 学 程 自 顺 


在 八 年 级 数学 兴趣 小 组 活动 中 明 到 这 样 一 
个 问题 : 

已 知 a.5 是 实数 , 且 (Vi 二 a7 十 Qa)(Vi 二 纪 
+b) = 1, 问 a、b 之 间 有 怎样 的 关系 ? 请 推导 ( 文 
[2])). 

经 查阅 资料 得 知 其 为 第 31 届 西 班 牙 数学 奥 
林 匹 克 竞 赛 的 一 道 试题 , 相关 研究 已 发 表 于 不 同 
时 期 的 各 种 刊物 ( 文 四 至 [6]), 本 文 从 数 与 形 的 
角度 来 进行 探讨 , 以 丰盈 此 题 的 研究 , 与 大 家 共 
享 ! 

这 是 个 没有 明确 结论 的 一 般 性 问题 , 在 解 题 
伊始 就 面临 着 未 知 解 题目 标的 困难 , 即 “ 将 得 到 


py 


了 方差 公式 9 —b= (0+b)(0— Db) 
4. (a+b) (a — 05) 


2 2 
与 图 17 尽 图 20 一 一 对 应 , 其 几何 意义 是 显然 


Maa 


17 图 18 图 19 图 20 
多 边 形 内 角 和 公式 (nn 一 2):180° = n:180° 一 
360° 二 (nn 一 1) .180° 一 180°, 与 图 21 改 图 23 一 
本 其 几何 入 二 下 


A(O) B 
图 21 22 23 


系数 的 分 配 与 结合 , 不 仅仅 用 于 数学 公式 ， 


were mV 


什么 "和 “从 何 处 下 手 ” 的 双重 挑战 . 已 知 的 是 涉 
及 两 个 字母 的 等 式 , 我 们 可 以 先 特殊 化 得 到 结 


论 , 再 借 机 寻找 一 般 思路 ， 


1. 特殊 到 一 般 的 推进 

1.1 特殊 化 探 路 

令 a=0, 则 V1L1+ 刀 十 =1 有 V1L 十 1 一 
1 一 b, 平方 后 整理 得 b = 0， 

这 个 值 取得 非常 特殊 , 以 致 仍然 无 法 确定 a、 
5 之 间 有 怎样 的 关系 , 但 有 价值 的 是 上 述 过 程 暗 
示 我 们 在 寻找 a、b 之 间 的 关系 时 所 用 的 核心 变 
形 一 将 含 a、5 的 式 子 放 在 等 式 的 两 边 , 将 b 移 
项 并 进行 平方 


dd di 


解 题 时 也 大 有 用 处 . 下 面 只 举 一 例 , 更 多 案例 参 
看 笔者 与 张 景 中 先生 合 著 的 《仁者 无 敌 面积 法 》 
一 书 . 
案例 5 如 图 24, 已 知 正方 形 边 长 为 a, 求 阴 
影 部 分 面积 . 
Dp, 





图 24 图 25 
解 : 考虑 到 阴影 部 分 不 是 常规 图 形 ,我 们 将 
其 8 等 分 (图 25), 所 得 图 形 可 看 作 是 肩 形 和 三 角 


s=s|ir (9) -3(9)" 


如 果 将 和 这 个 系数 乘 到 括号 里 去 得 5 = 
2r (2) -- o2 = o2 ( 工 一 们 看 似 简 单 的 操 
作 , 部 给 我 们 一 个 新 的 坑 角 : 两 个 以 a 为 直径 的 
圆 减 去 正方 形 4BCD, 即 为 阴影 部 分 
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令 a=1 则 (V1i+12+1)(Vi+ 避 +b)=1, 有 直观 的 几何 背景 吗 ? 换言之 , 能 从 数 形 结合 的 角 
VI 十 更 +b= -一 上 =Vi+123-1, 进 度 来 进行 探索 中? 
Vi+12+1 


而 V1 二 (Vi+12—1)—b, 

平方 整理 得 5b = 一 1, 即 ! = -a, 由 此 可 猜想 
ab 之 间 的 关系 是 w 十 = 0. 

分 析 这 个 过 程 , 显然 有 三 个 关键 步 台 : 

(1) 由 于 a 取 特 殊 值 , 使 得 (V1 十 如 十 中 前 
面 的 因 式 成 为 常 系数 , 所 以 自然 将 它 除 到 等 式 右 
边 , 即 得 到 VI 十 下 十 b 二 有 


、 1 
(2) 因 为 等 式 右边 的 TF 是 常数 , 所 


12 十 1 
以 容易 想到 分 母 有 理化 , 而 为 了 凸显 式 子 的 本 质 ， 
在 变形 过 程 中 并 没有 对 根 号 内 部 的 式 子 进行 运 
算 , 即 得 到 V1 十 六 二 b= V1i 十 12 一 1; 

(3) 考虑 等 号 左边 根 号 内 有 六 而 根 号 外 是 5， 
所 以 将 8 从 等 式 左边 移 到 右边 , 两 边 平方 后 消 掉 
局 ,进而 得 到 5 的 值 , 也 容易 看 出 来 它 恰好 是 a 的 
相反 数 . 

另外 考虑 原 等 式 中 a、5b 的 对 称 性 , 显然 , 当 
4 二 一 1 时 , 同 理 可 得 b = 1, 即 5 = 一 a, 这 也 进 
一 步 验证 了 猜想 的 正确 性 , 坚定 了 结论 就 是 a 十 
b = 0 的 信心 . 

显然 , 这 一 步 非 常 重要 , 不 仅 在 于 有 效 地 进 
行 了 猜想 即 得 到 了 结论 , 更 在 于 它 的 每 一 步 都 可 
以 有 反 过 来 将 a 从 特殊 推 到 一 般 , 进而 得 到 原 问 题 
的 一 般 解 答 过 程 . 

1.2 一 般 的 解法 

易 知 V1 十 a2 +a 夫 0, 由 已 知 得 V1i 十 本 十 


三 (V1 十 2 一 Qa) 一 6b, 平方 整理 得 b= 一 a, 即 c 十 
b=0. 

回顾 上 述 思 考 及 解答 过 程 , 这 道 叙 述 简洁 、 
形式 新 烽 、 结 构 优 美的 竞赛 题 所 涉及 的 知识 是 简 
单 的 , 所 使 用 的 技巧 (分 母 有 理化 , 平方 ) 是 平常 
的 , 而 在 特殊 与 一 般 思想 的 统领 下 , 解决 问题 的 
方法 是 容易 理解 的 , 解 题 过 程 也 是 很 清晰 的 ! 这 
一 方面 可 以 体会 特殊 与 一 般 思 想 在 数学 解 题 中 
的 实践 过 程 ( 如 何 由 特殊 到 一 般 ), 一 方面 也 能 感 
悟 到 特殊 与 一 般 数 学 思想 在 数学 解 题 中 高 屋 建 
领 的 重要 作用 ! 

这 是 一 个 表面 看 起 来 纯粹 的 代数 问题 , 它 有 


2. 数 与 形 的 相互 印证 

2.1 初步 印证 

在 本 题 的 众多 解法 外 , 有 一 种 构造 函数 的 方 
法 , 略 述 如 下 : 

由 (VI 二 az+aw(VI 二 到 十 和 = 1, 两 边 同 
时 乘 以 (V1 二 ao2 一 oa) 有 

Vi+BB+b= Vi+o a,DVitB+ 
b= V1i+(-a)i + (~o). 

从 而 构造 函数 ,fz) = V1 十 22 十 x, 由 于 它 
是 定义 域 上 的 单调 函数 , 由 已 知 f(b) = 一 ao)， 
得 b 二 一 a, 即 c 十 = (0. 

这 种 方法 主要 是 对 已 知 进行 变形 , 再 构造 函 
数 , 并 利用 其 单调 性 来 进行 求解 , 基本 上 与 函数 
图 像 没有 直接 关系 , 更 无 从 谈 起 数 形 结合 思想 . 
但 受 此 启发 , 结合 已 知 的 特点 一 -等 式 左 边 两 个 
括号 内 式 子 结构 的 相似 , 促使 我 们 尝试 从 另 一 个 
角度 来 构造 函数 , 也 为 数 形 结合 提供 了 可 能 . 

令 ZX = 二 V1 十 Y 十 yy, 整理 得 

1 


一 上 (一 工 
2 2 x t) > 


机 4 = 妇 ,b 二 9o, 对 应 的 自 变 量 分 别 为 zl、 
zz, 则 原 题 可 以 转化 为 "已 知 y 一 2 (< -1)( 
> 0), 当 zaiz2 = 1 时 , 9 与 y 有 什么 关系 ? 

如 图 1, 画 出 y = 3 (z 一 二 ) (z > 0), 当 
2Z172 二 1 时 , 可 以 看 到 十 yz = 0. 题目 实际 反 
耽 了 y 一 二 (2 一 上 上) (ze > 0) 的 一 个 性 质 : 自 变 
量 互 为 倒数 时 , 函 送信 互 为 相反 数 





图 1 


当然 , 此 时 也 可 以 从 解析 式 的 角度 来 进行 推 
导 : 由 zlza 二 1, 得 zo 一 二 ， 21 一 ， 所 以 


一 工 了 1 了 
21 十 ya (a 2 )+# (ss 二 ) 
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= =0 造 函 数 解 法 开始 , 到 力 寻 这 个 代数 问题 的 几何 背 


二 了 [tcl 一 22) 十 (za — 21)] 


构造 函数 y = > (= 二) (z > 0) 后 , 画 出 
其 图 像 然后 观察 出 纺 论 , 贡生 助 解析 式 进行 失 
导 , 已 有 数 形 结合 的 味道 , 但 还 不 够 浓烈 

如 何在 坐标 系 中 体现 ziz = 1 这 个 条 件 ? 
本 题 有 更 加 直观 的 几何 背景 吗 ? 

2.2 深入 分 析 

如 图 2, 在 同一 坐标 系 中 画 出 y = z, y = 过 ， 





图 2 
显然 , 四 边 形 A4BCD 是 正方 形 ， 
所 以 AB = CD. 
而 1 二 3 (x1 一 十 ) = -45 
2 Xl 
_1 1 1 
y2 二 3 由 1 CD 
所 以 +y2 = 一 34 有 十 了 CD 


= -3(AB — CD)=0. 


如 此 , 不 仅 找 到 了 原 题 的 几何 背景 , 还 能 得 
到 一 个 全 新 的 代数 解法 . 

2.3 新 的 代数 解法 

… (V1ITTo2 十 al(VI 二 好 十 让 =1， 


| 
a+b=l (Vita -有 
Qa 十 2( +a*+a ey 
1 1 
1 VIAI A ) 
-人 ViI 十 好 十 8 
= 3IVI 十 邮 +ao-(VI 十 更 十 中 


HVITE+b- (VITE+o) =0 
回顾 上 述 数 形 结合 的 过 程 , 从 挑战 一 般 的 构 


景 , 从 仍 依赖 解析 式 的 初步 印证 到 深入 分 析 后 的 
直接 看 图 , 体现 了 思维 的 深刻 和 精细 , 而 最 后 得 
到 的 新 代数 解法 , 更 是 体现 了 数 形 结合 的 双向 流 
通 性 ! 

3. 相关 竞赛 题 的 黄 析 

其 实 , 在 各 级 竞赛 考试 中 大 量 存在 以 此 题 为 
背景 的 试题 , 现 选 典型 例题 罗列 如 下 , 与 大 家 分 


例 1 (第 17 届 江苏 省 竞赛 试题 ) 已 知 

(a+ Va? + 2002)(b+ Vb2 + 2002) = 2002, 

则 ga? 一 3ab 一 402 一 6a 一 60+58 二 _ . 

例 2 (2008 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ) 已 知 实 
数 a、.5 满 足 (a 一 Va? 一 2008)(5 一 vb? 一 2008) = 


2008, 刚 3a2 — 2b? 十 3a — 3b — 2007 一 …… ( ) 
(A) 一 2008; (B) 2008; 
(CI) —1; (D) 1. 


例 1 是 将 原 题 中 的 常数 1 变 为 2002, 而 结论 
不 变 , 更 一 般 的 , 有 : 

结论 1 车 (a 十 Vai 二 mj(0+ V+m) = 
m(m > 0), 则 a +8=0. 

例 2 的 已 知 “(a-Va2 一 2008)(b 一 V03 一 2008) 
= 2008” 可 以 变形 为 : 

(a+ Va? — 2008)(b+ Vb? — 2008) = 2008, 
即将 原 题 中 的 常数 1 变 为 一 2008, 此 时 结论 已 变 
为 a 一 b= 二 0. 更 一 般 地 , 有 : 

结论 2 车 (a 二 Vea? 一 m)(b+ Vb 一 m)= 
m(m > 0), 则 a -b= 0(@2 = = m). 

需要 特别 说 明 的 是 : 

(1) 利用 本 文中 的 代数 解法 , 均 可 以 容易 证 
明 上 述 结论 ; 

(2) 对 于 结论 2, 其 函数 背景 更 为 直接 . 为 和 
原 题 对 照 , 令 m = 1, 则 条 件 变 为 

(lat+ Va -l(b+ VRE-1)=1, 
按照 本 文 构造 沙 数 的 方法 , 设 z = 二 y+ Vy 一 1， 
变形 得 y 二 > 2 十 二 , 它 有 个 显然 的 性 质 : 

自 变量 互 为 倒数 时 , 通 数 值 相等 . 即 : 

若 zaza = 1, 即 有 za = 二 zi 一 六, 则 


_1 ll1\_l1 工 1 = 
n= 二 (m+ 十 ) (z+ 盐 ) Vy2. 


还 有 一 道 跳跃 性 更 大 、 比较 深刻 的 变 式 题目 
它 的 解答 要 构造 对 偶 式 , 请 读者 自己 思考 : 
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-一 利用 几何 画板 探究 椭圆 性 质 的 一 个 案例 


201600 上 海 市 松江 二 中 张 忠 旺 


问题 已 知 椭 回 骂 十 =1(g >b > 0), 
点 、B 是 椭圆 上 关于 长 轴 对 称 的 两 点 , 点 己 是 
椭圆 上 的 任意 一 点 , 直线 PA、PB 分 别 与 + 轴 交 
于 点 M、N, 则 zm -Yn = 二 a?. 这 是 2010 学 年 第 
一 学 期 徐汇 区 高 三 年 级 诊断 试题 . 

信息 技术 的 使 用 为 我 们 更 深入 探究 数学 问 
题 提 供 了 可 能 , 本 文 利用 几何 画板 对 该 问题 进行 
变 式 、 实验 、 探 究 . 

实验 1 将 图 1 补 形变 成 更 完美 的 图 形 . 连 
结 4N 交 椭 圆 于 点 @, 则 点 @ 与 点 P 关 于 2 轴 对 
称 . 连结 BQ, 则 Be 也 过 点 MK. 用 几何 画板 实 
验 发 现 , 当 纺 4C、BZP 保持 对 称 绕 着 点 广 转动 
时 , AP 和 BQ 的 交点 总 为 定点 伯 . 





例 3 (2008 年 江西 省 竞赛 试题 ) 已 知 

(ao+ Ve:+i)(b+ vei+4)=9, 

求 aVB2 十 4 十 bYVa2 十 1 的 值 . 

注 : 为 了 与 原 题 保持 一 致 和 便于 叙述 以 上 
题目 均 作 了 z = a, y = 5 的 字母 替换 . 

参考 文献 

[1] 黄 东 坡 . 数学 培 优 竞赛 新 方案 ( 八 年 级 ) 
[M]. 武汉 : 潮 北 人 民 出 版 社 , 2009. 

[2] 何 淑 平 . 31 届 西 班 牙 数 学 奥林匹克 竞赛 


于 是 有 
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AB、CD 是 过 定点 N(t,0)(0 < | 上 < oa) 的 两 条 
弦 , 则 直线 AC、 BD 的 交点 在 直线 x = 和 0 上 . 


结论 2 是 结论 1 的 推广 , 由 于 结论 2 涉及 的 变 
量 大多， 直接 证 明 比 较 复 杂 ， 下 面 我 们 将 本 圆 上 
的 点 用 参数 表示 , 利用 三 角 变 换 给 出 结论 2 的 证 
明 . 
证 明 : 设 A(a cos 091,bsin901)、 
B{acos Ob», bsin 02)、 C(a cos 03,bsin 03)、 
D(acos04,bsin 04). 


由 A、N、B 共 线 得 

bsin 0 bsin 0» 
Qcosbl ~—t acosbo 一 志 
化 何 整 现 但 ， 

+ a 
COS 2 COS 一 < -ut OD 
同 理 , 由 CC、 人 

0s+04 _ a db 
OS 2 二 3 COS 7 @ 


直线 AC : br cos C14 C3 十 oysin 各 二 人 


一 Qab cos 03 — a 





直线 BD : pzcos 一 人 G2 + 04 ba + ay sin 2 2 4 


加 04 — 0» 
=abcos . 


两 条 直线 交点 的 横 坐 标 为 


asin + 03 








04—0» 
5 os 


sin 


。 一 。 nO1+03 十 ba ~ 
SI1n. COS D — SIN 了 


= (sin 人 Ca 一 + sin oa —0s 


_ sin tC _ sin 01-+0s 二 2 一 4 


_1 (sn 02+04+03—01 teat0e 02 ) 
2 2 2 


— Sin 
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+ em gat04+01 -63 oo G+8a 60-64) 


03+04 n> 02 一 0 十 0 十 2 .04 一 03 
一 C05 一 -一 一 - 了 十 eco sn 3 
_& 0s 一 04 0 一 01 
= COS To sin To 
a .01 — 0» 二 1 0 一 9 
十 COS 一 一 一 5 


_ 人 sin te mo © ). 


ERA @ 式 得 z = 一 , 结论 得 证 . 

特别 地 , 在 结论 2 中 ， Wa 六 变 为 椭圆 的 
焦点 玉 时 , 我 们 有 

结论 2.1 已 知 4B、 CD 是 过 梢 加 十 拖 折 
= 1 (@ > 5 > 0) 的 焦点 F(c， 0) 的 两 条 强 刚直 
线 AC、BD 的 交点 在 准 线 z = 呈 ~ 上. 

区 中 的 一 条 政变 为 的 长 时 我 们 有 

结论 2.2 已 知 椭圆 各 下 一 1(o>5> 

0) 的 左 、 右 顶点 分 别 为 4、 cp 是 身 国 过 定 上 
N(t,0) (0< | 上 革 < 0 Wi 则 直线 AC、BD 
的 交点 在 直线 x2 二 一 

当 点 4、.C 和 B、 和 AC、BD 变 
为 椭圆 的 切线 , 于 是 有 

结论 2.3 已 知 椭圆 竹 + 竹 =1l(0>b> 
0), 4B 是 椭圆 过 定点 N(t,0) (0 < | < a) 的 一 
条 弦 ， 则 过 4、B 的 两 条 切线 的 交点 在 直线 zx = 
和 上 . 

用 几何 画板 容易 验证 结论 2 的 道 命题 也 是 成 
立 的 . 


2 
结论 3 已 知 椭圆 十 


0), 过 直线 “= 全 (0 < 全 < 0) 上 的 点 书 的 两 条 
直线 分 别 与 椭圆 交 于 4、B 和 C、D. 则 弦 4D、 
BC 都 过 定点 N(t,0). 

由 结论 3 知 , 结论 2.1、2.2、2.3 的 道 命题 也 
是 正确 的 , 读者 可 自己 写 出 

设 驴 4B、CD 为 过 定点 N(t, 0) 的 任意 两 条 
弦 , 直线 AC 和 BD 的 交点 G 在 直线 x = tb 


同样 直线 4D 和 CB 的 交点 五 也 在 直线 2 = 人 


2 
码 =1(o>5> 
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上 , 我 们 探究 与 线段 G 卫 有 关 的 不 变性 质 . 

为 了 便于 观察 , 我 们 先 从 六 为 焦点 的 特殊 情 
形 开始 . 

实验 3 如 图 3， 过 焦点 fF(c,0) 作 两 条 了 弦 
AB、CD, 直线 AC 与 BD 的 交点 为 G, 直线 AD 
和 BC 的 交点 为 且 , 当 弦 绕 着 点 下 转动 时 , 发 现 
LGFH = 90°, 且 yG .yy 为 定 值 . 





于 是 有 
2 2 
结论 4 已 知 椭圆 苇 十 站 =1(o>b> 
0), 4B、CD 是 过 焦点 F(c,0) 的 两 条 弦 , 则 直线 
AC.、 BD 的 交点 G 和 直线 4D、 CB 的 交点 卫 都 
在 准 线 2 = 上， 有 LGFH = 90°, ya :Yn = 


我 们 结合 图 3, 将 结论 4 中 的 条 件 简化 ， 得 到 
结论 5 已 知 酉 圆 十 次 = 1 (o >b> 
0), 4B 是 过 焦点 了 (ec,0) 的 一 条 蓄 ， C 是 椭圆 上 
的 一 点 , 直线 CA、 CB 分 别 与 准 线 z = 4 交 于 
点 G、H, 则 LGFH = 90°, 日 ye .yy 二 - 乞 . 
实验 4 如 图 4， 过 定点 和 N(t,0) 的 弦 AB、 
CD,， 直线 4C 与 BD 的 交点 为 G， 直线 4D 和 
BC 的 交点 为 及 , 当 弦 绕 着 点 六 转动 时 , 观察 发 
现 LGN 歼 随 纺 的 转动 而 变化 , 但 yc :YE 为 定 
值 . 那么 在 z 轴 上 是 否 存 在 其 他 的 定点 N', 使 得 
LGN'H = 90°? 呢 ? 实验 发 现 以 G 玉 为 直 色 的 圆 
与 Zz 轴 的 交点 不 变 . 
我 们 结合 图 4， 将 条 件 简 化 得 
结论 6 已 知 椭圆 过 十 所 =1 (a>b>0), 


AB 是 过 定点 NN(t,0) (0 < 上 < 四 的 一 条 弦 ，C 
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图 4 
是 机 况 上 的 一 点 , 直线 CA、CB 分 别 与 直线 x = 


2 bp2 2 一 大 
二 交 于 点 G 万 ， 则 yc .gp = — et, 


以 G 到 为 直径 的 贺 过 定点 (s 二 av 一世 ,0]， 


证 明 ; 由 结论 2 的 证 明 中 AC 的 方程 可 得 4C 
与 = 所 交点 G 的 纵 坐标 为 


Gs—90 
b -3-1 
, Cos 3 
CC 一 一 人 人 ”rr 
sin 委 填 多 


2 


CD 01 + 0s 
n COS To 


4ADD 的 方程 为 


01 十 04 ， 册 十 0 
2 2 


bx cos 十 QV sin 


04—01 


= ab cos rt 


2 

AD 与 x = “交点 吾 的 纵 坐标 为 
04 一 0 _.ab +oa 
b eos so 7 Cos 一 


2 她 一 ， 
sin 所 二 所 








{2 sin 0 + 0s sin 1+ 04 
2 2 
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02 cos + cos a +e _1 (eu G3 +04—201 ,00s 03—04 = 
2 2 

+—  _ ”  - 

sin 二 sin + 一 cos 人 二 4 二 “人 二 Cos gut 一 2 
2 ot cos co st -3 (cos 生生 -cosa+ + ) 
| 2 2 
t2 sin 01 + sin 01 + 一 sin wl + sin 全 二 多， 
0 十 0 0 十 0 bs 一 0 
aot- cost1i+0s +0s , os 经 一 Ga—01 Cos cos -cos 
2 2 

一 一 ~ . _1 201+0s+04 Gs—04 0s—04 

sin O01 十 03 sin 01 ++ Oa 一 Bees oe tes sa 一 ce a 
2 2 _1 201 十 0 十 0 03 一 0 
ba 一 C lb 十 册 = | so Cs oT 
"Cos 3 cos tl 
2 2 = _ sin +0 in+ 0 
01 + 0s 04 — O01 2 2 
To 2 3 将 以 上 两 式 代入 @ 式 ， 
ao 一 站 
一 3 OS 如 十 内 4 十 COS 03 — 201 一 0 2 ” Qa 得 yG . YH 一 -CC 为 常数 . 


设 以 线段 G 玉 为 直径 的 圆 与 轴 相 交 于 点 
二 cos a0 + cos 2 + 0 (2,0), 因为 GH 2 轴 , 由 相交 驴 定 理 得, 








(2 _ 2) = lyc -yg|= blo 一世) 
OS 二 十 cos bs — bs cos 01 t G YH t2 
“二 0 bvVo -tt 
一 Q cos 93—04 十 支 cos 93+04 cos 8) (根据 @ ). t 
故 定点 坐标 为 (全 士 yo 一世 ,0) 
2VG * YH 
t2 cos 3 一 入 cos 纪 一 忆 ey 、 、 
_b 2 2 以 上 结论 都 可 以 推广 到 双 曲 线 和 抛物 线 的 
如 和 十 gjn 印 十 9 情形 ， 限 于 篇 幅 ， 我 们 只 给 出 结论 6 的 相关 
< 7 结论 
Q2 cos ts cos ttt 结论 7 已 知 双 曲 线 呈 一 近 =1(o > 0;,5 > 
一 而 十 克 页 二 | 0), 4B 是 过 定点 Nt0)( 代 | > 由 的 一 条 下 ,时 
,bp , 2 双 曲 线 上 的 一 点 , 直线 CA、CB 与 直线 z = 年 
2008 SH4 .120c08 ETO oo0g0 2_ ,2 
-2 的 交点 为 G. 豆 , 则 yc'yg = 一 bo) , 且 以 
t :Ol+bs :上 十 0 » 
"2 2 GH 为 直径 的 贺 过 定点 (全 十 2Y 二 ,0) 
b? co s 03—1 > cos s = ~b? cos S3404 cos 0 结论 8 已 知 抛物 线 恋 一 2pz (p ~> 0), AB 
一 外 十 ba 由 十 9 是 过 定点 NN(t,0)(t > 0) 的 一 条 弦 , C 是 抛物 线 
2 2 上 的 一 点 , 直线 CA、CB 与 直线 x = 一 的 交点 
cosQt+03 cosQ1+04 _ Gos08—04 为 G、 玉 , 则 ye .yx = 一 2pt, 且 以 G 丽 为 直径 的 
wb 2 2 2 .@ 贺 过 定点 (一 士 V220)， 
gnat0s gin tha 利用 本 文 的 变 式 结论 我 们 可 以 编制 有 关 的 
数学 试题 , 现 举 两 例 : 
* cosc cos 3 cos + 4 cos 01 (下 转 卦 底 ) 
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甜 分 思想 在 数列 中 的 应 用 


430079 华中 师范 大 学 教育 信息 技术 工程 研究 中 心 徐 章 加 


数列 是 函数 的 离散 形式 , 差分 是 微分 的 离散 
形式 ， 一 阶 差 分 就 是 离散 函数 中 连续 相 邻 两 项 
之 差 . 如 有 离散 沙 数 z(k), 则 y(%k) = z(k 十 1) 一 
Zz(k) 就 是 此 函数 的 一 阶 差分 ; y(k) 的 一 阶 差分 
z(k) = y(k + 1) — yk) = (rk + 2) — z(k+ 
1)) 一 (x(k 十 1) 一 x(k)), 就 是 z(K) 的 二 阶 差分 . 
随 着 《数列 与 差分 》 作 为 选修 内 容 进 入 广大 师 生 
的 视野 , 高 考试 题 虽 未 明显 地 考 到 有 关 差 分 的 试 
题 , 但 是 差分 方法 中 所 蕴含 的 思想 方法 还 是 考查 
到 了 . 

1. 教材 寻根 

等 差 数 列 {an}, 由 于 an+l 一 an 二 d, 故 等 
差 数列 是 一 阶 差分 为 常数 的 数列 . 由 于 等 差 数 列 
{ew} 的 前 n 项 和 5 一 gn? +n (ox 一 皇 ) 是 关 


于 n% 的 二 次 式 , 故 用 Sx 一 S%-1 = Qn (n 之 2) 求 
数列 {ax} 的 通 项 时 , 要 用 到 二 阶 差分 的 思想 , 即 
连续 二 次 作 差 . 

2. 典型 例题 

2.1 一 阶 差 分 辣 想 的 应 用 

例 1 (2004 年 全 国 高 考卷 I 压轴 题 ) 已 知 数 
列 {an} 中 a = 1, Bok = ao2k_l + (—1)*, 
Q2k+1 = Qoxk + 3*, 其 中 二 1, 2,3， "rr 。 

(DD) 求 a3, Qs; 

(了 D) 求 {Qn} 的 通 项 公式 . 

解 : 不 难 求 得 as = 3, as = 13. 

(人) 由 Q2kt+t1 三 Q2k 十 34 ; Q2k 一 Q2k-1 十 
(一 1 ， 有 as2k+1 一 Q2k-1 一 -3 1 二 (一 1)*, 
则 > (Q2k+1 — Q2k-1) = > (3* 十 十 (一 —1)*), 由 此 
(—1)*—1 





得 a2n+t1 一 al 三 35(3" 一 1) 十 
37+1 + CC 
于 是 aon+1 = 一 1. 由 已 知 ， 
有 on = 号 十 全 区 i 





(—1)" 
2 下 


7 为 奇数 








3 汪 (一 1 = 一 上 
所 以 an 一 2 2 


33 (一 1 


注 : 这 里 是 差分 方法 的 变 用 . 用 相 邻 两 项 作 
差 , 使 之 便于 求 和 . 

例 2 (2005 年 全 国 高 考 江 西 文科 卷 压轴 题 ) 
已 知 数 列 {an} 的 前 ?项 和 om 满足 Sn 一 Sn-_2 一 
3 -3 (n> 3), 81 =1, 52 = 一 > 求 
数列 {an 上} 的 通 项 公式 . 

解 : 先 考虑 偶数 项 。 

有 52n 一 Son—2 二 3 (~ ; 


n 1 \ 24-1 
则 2) (Szk — S2k_2) = 3 >, (- 3) ， 
大 一 2 2 
所 以 Son = 一 2 十 (§) (n > 1). 
2 
考虑 奇数 项 , 有 921 一 92 1 一 3 (§) ; 
2k 
则 Sonn 一 92k_1) 一 3 > (3 ) ;化 简 得 
Son+1 = 一 2 一 自首 (n 之 之 1). 故 


Q2n 一 Dan 一 Son_1 
] 2n—1 
一 一 4 十 3. (§) (n > 1), 


Qont+l1 = Son+1 一 S2n 


所 以 Qn 一 
-4+3.[ ,为 偶数 . 
注 : 这 里 是 差分 方法 的 变 用 . 用 相间 的 两 项 
作 差 , 使 之 便于 求 和 . 
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2.2 二 阶 差 分 尽 想 的 应 用 
例 3 (1994 年 全 国 高 考试 题 ) 已 知 数列 


{an} 的 前 项 和 5S% = M01 + On) (n > 1), 求 
证 : 数列 {Qn} 是 等 差 数 列 . 

证 明 : 由 Sn 二 ?ea 十 oo) 有 

2S5%, = Nn(Q1 十 An) OD 


由 人 @ 式 有 2Sn+1= 二 (n+l)(a +an+1).… 四 

@ 式 减 去 @ 式 得 

2(9 1 一 Sa) 一 al 十 (十 1]an+l 一 ?2Qn， 

化 简 得 wan 二 Ql 十 (n 一 1)an +1. .ov ©® 

由 名 式 得 (nn 十 1)anti=Q1 十 naQn42.…… ©® 

由 @ 式 减 去 @ 式 有 2anw+1 = an 十 an+2, 故 
数列 {awn} 是 等 差 数列 . 

例 4 (2006 年 全 国 高 考 福建 文科 卷 压轴 题 ) 
设 数列 {an} 满足 : al = 1, a2 = 3，an+2 一 
3an+1 — 20n (mn € N*). 

-(1) 证 明 : 数列 {an+1 一 Qn} 是 等 比 数 列 ; 

(2) 求 数列 {an} 的 通 项 公式 ; 

(3) 若 数列 {bw} 满足 名 11492 一 
(on 十 To 证 明 {bn} 是 等 差 数列 . 

证 明 : (1) 由 Qn+2 = 3an+1 一 2an, 即 有 (an+2 
一 Qn+1) 二 2(an+l 一 Qn), 故 数列 {an+l 一 Qn} 
是 等 比 数列 . 

(2) 不 难 求 得 an = 22 一 1. 


(3) 将 42-142 4 一 (on 十 J 化 
简 得 2[(91 十 bz 十 … 十 bn) 一 nn] 二 nbn.…… (D 
由 @ 式 可 得 2[(01 十 bz 十 … 十 bn 十 bn+1) 一 
(n+ 1)] = (n+ 了 四 
@ 式 减 去 @ 式 得 (2 一 1bpn+l 一 np 十 2 一 
Ope 四 
由 @ 式 可 得 mpn+a 一 (十 1)bpnHi 十 2 一 
Ope @ 
@ 式 减 去 @ 式 得 bt2 一 2bn+1 十 bn = 二 0. 


故 {bw} 是 等 差 数 列 . 

例 5 (2005 年 全 国 高 考 江 苏 卷 压轴 题 ) 设 数 
列 {aw} 的 前 7% 项 和 为 Sn, 已 知 al = 1, az = 6， 
as =11, 且 (5n 一 8)S 1 一 (5 十 2)3n = An+t 
B (n 之 1), 其 中 A、B 为 常数 . 

(1) 求 4、B 的 什 ; 

(0) 证明 数列 {an} 为 等 差 数列 

证 明 : 不 难 求 得 4 = 一 20, B = 一 8. 由 已 知 
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得 (5 一 8)9H1 一 (5n+2)5 一 —20n—8...@ 
由 @ 式 可 得 (5n 一 3)Sn42 一 (57% 十 7)Sn+1 王 
-20m 一 DB @ 
@ 式 减 去 中式, 得 (5n 一 3)Sn+2 一 (10n 一 1) 
St + (5n + 2)5% = 一 20 ,ere @ 
由 合式 可 得 到 (5n-+2)Sn+3 一 (10n 二 9)Sn+2 
+ (5% + 7)Snt1 = —20) @ 


@ 式 减 去 @@ 式 ,得 (5n 二 2)9n+s 一 (15n 十 
6)Sn,+2 十 (157m 十 6) Sn+1 一 (5m 十 2)9n 一 0, 即 
Sn43 一 39n+2 + 3Sn+1 — Sn = 0. 又 9+3 = 
Sn Qnt1l Qnt2+ Ont+3 Snt2 = Sn Qn+i 二 
an-H2，Sn+1 三 Sn 十 Qn+1, 化 简 有 an+3 一 2an+2 十 
an+1 一 0, 所 以 数列 {on} 为 等 差 数 列 . 

例 6 (2007 年 全 国 高 考 湖南 卷 试题 ) 设 5 
是 数列 {an} 的 前 n 项 和 , al = a, 且 S52 = 3n2an 
+ S2_1， an 天 0. n= 二 2,3,4,….，. 证 明 : 数列 
{ant2 一 anj} 是 常数 数列 . 

证 明 : 当 n > 2 时 , 由 已 知 有 32 一 5S2_1 = 
3n2an, 因为 an = Sn 一 Sn-1 关 0, 所 以 9n 十 


Sh = 3722 ye OD 
由 @ 式 有 Shti 十 SS, = 3(n 十 1)2 四 
由 人 @ 式 减 去 @@ 式 有 an+1+an= 二 6n 十 3,… @ 
由 轩 式 有 an+2 十 cn+l 三 67 十 9 @ 


由 式 减 去 ® 式 有 Qn+2— Qn 一 6， 即 {an+2 一 
an} 是 常数 数列 . 

注 : 以 上 几 题 所 用 的 方法 是 一 样 的 . 

例 7 (2008 年 全 国 高 考 天 津 卷 压轴 题 ) 在 数 
列 {an} 与 {0w} 中 , a1 = 1, 0 = 4, 设 5 是 数列 
{an} 的 前 % 项 和 , 且 满 足 nSx+r1 一 (nn 十 3)Sn = 
0, 2an+1 为 bx 与 bw+1 的 等 比 中 项 , n € N*. 

(1) 求 a2, bs 的 值 ; 

(2) 求 数列 {Qn} 与 {bn} 的 通 项 公式 . 

解 : (1) 不 难 求 得 a2 = 3, b2 = 9. 


(2 由 nSn41 — (n+ 3)S% = 0 OO 
有 (nn 一 1)S, 一 人 十 2)S 1 一 0 四 
@ 式 减 去 @ nantl = (nN 二 2)an(n 之 





2)， 即 各 一 全 一 ,对 此 式 两 边 取 常 用 对 数 
得 lganti 一 lon = lg(n+2)— lgn(n > 之 2), 求 
累加 和 得 ll Qk+1— lg ak)= > {lig(k+2)+ 
lg(k+1)]—[lg(k+1)+lg kj}, 即 lg oa —lgaz = 
(下 转 第 2-12 页 ) 
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题 根 , 让 你 事半功倍 学 数学 
一 读 《 高 中 数学 题 根 》 有 感 
200093 上 海 理 工大 学 附中 张丽华 


初 识 《 高 中 数学 题 根 》( 黄 坪 、 和 尹 德 好 编著 ， 
华东 师范 大 学 出 版 社 , 2011 年 3 月 第 一 版 ) 这 本 
书 , 很 是 被 这 本 书 的 书 名 和 封面 所 吸引 , 封面 上 
是 一 棵 大 树 从 根部 到 树干 , 再 到 树枝 树 权 . 只 听 
说 过 英语 单词 的 词根 , 有 了 词根 , 便 可 以 根据 词 
根 , 轻 轻 松 松 地 记 住 一 串 单词 , 减轻 繁重 的 记忆 
劳动 ， 没 想到 数学 也 能 找到 题 根 , 理 清 顺序 , 逐 
步 升华 , 这 不 是 帮 那 些 在 题 海 里 挣扎 的 学 生 找 到 
了 一 根 救命 的 稻草 吗 ? 

读 完 此 书 , 有 一 种 一览 众 山 小 ?的 感觉 和 
之 前 读 过 的 什么 “ 练 ”, 什么 “ 库 " 的 教 辅 书 很 不 一 
样 , 这 本 书 帮 我们 步 入 了 事半功倍 的 快车 道 . 

我 们 从 书 中 选取 这 样 一 个 例子 ( 见 本 书 第 2-- 
5 页 ): 题 根 2: 同时 满足 : (1) M SG {1,2,3,4,5}，, 
(2) 若 a € M, 则 6 一 a € MM 的 非 空 集合 MM 的 个 
数 是 . 

【 题 根 分 析 】 

由 “规则 ”: 若 ce MM, 则 6 一 a € M, 可 知人 M 
中 的 元 素 成 组 出 现 , 而 由 元 素 的 互 异性 , 元 素 3 
单独 成 为 一 组 , 接 下 来 对 惟 中 所 含 组 的 个 数 进 
行 分 类 讨论 即 可 . 

解 : 车 M 中 含有 一 组 元 素 , 则 M = {3} 或 
M = {1,5} 或 MM = {2,4}, 有 三 种 可 能 ; 

若 M 中 含有 两 组 元 素 , 则 M = {1,3,5} 或 
AM = {2,3,4} 或 MM = {1,2,4,5}, 有 三 种 可 能 ; 

者 M 中 含有 三 组 元 素 , 则 M = {1,2,3,4, 
5}, 有 一 种 可 能 . 

因此 , 符合 条 件 的 非 空 集合 M 有 7 个 . 

含 n 个 元 素 的 集合 U = {alyaz…… az} 
的 子 集 个 数 为 2", 非 空子 集 的 个 数 为 2” 一 1. 

【 变 式 网 络 】 

题 根 2 一 -对 元 素 个 数 进行 推广 








变 式 1. 








题 根 2 一 改变 “规则 ”一 变 式 2、3. 
题 根 2 一 由 单 " 规 则 变 为 “多 规则 ” 
4、5 


变 式 





【经 典 变 式 】 

变 式 1: 同时 满足 : (1) M S {1,2,.… ,一 
1} (n> 2,n EN)}, (3) 车 a €E M, 则 -ae M 
的 非 空 集合 MM 的 个 数 是 _. 

分 析 与 解 : 为 了 对 {1,2,… ,mn 一 1} 中 的 元 素 
进行 分 组 , 需要 对 nn% 的 奇 、 偶 进行 讨论 . 

当 ? 为 偶数 时 ，{1, 2 …，,a 一 甘 含有 奇数 个 
元 素 , 故 分 为 了 组 , 除 元 素 了 单独 作为 一 组 外 , 其 
他 每 组 有 两 个 元 素 . 所 以 , 符合 条 件 的 非 空 集合 
MM 的 个 数 为 23 -- 1. 

当 ? 为 奇数 时 , {1,2,… ,n 一 1} 含 有 偶数 个 
元 束 , 故 分 为 二 组 , 每 组 有 两 个 元 素 , 符合 条 
件 的 非 空 集合 个 数 为 2 一 1. 

变 式 2: 设 M 为 实数 集 且 满足 条 件 :车 a e 
M, 则 二 = < M. 当 一 1 € MM 时, 最 小 集合 





| 1 1 
解 由 -1 人 一 (—1) 3 €M, 
由 EM > — =2€M, 
1 
由 2 e M 一 一 一 一 一 LE AM. 


由 M 中 元 素 的 互 异 性 , 得 到 MM 二 {+ > 2 
变 式 3: 设 非 空 集 合 M 中 不 全 元 素 -1, 0, 1 
上 满足 条 件 : 若 o E MX, 则 有 工 二 4 < MX, 证 明 
(集合 MX 中 至 多 有 四 个 元 村 
(2) 集 合 M 中 有 且 仅 有 四 个 元 素 
提示 : (1) 集合 M 中 至 多 是 下 列 四 个 元 素 
l+a ia—1 


CQ 








la’” oa 二 LT 
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l+a 1 Q 一 

(2 证明 一 a 1 一 a: aa+l 
不 等 即 可 ， 考虑 反 证 法 

变 式 4 (2008 年 全 国 高 考 福 建 卷 ) 设 书 是 一 
个 数 集 ， 且 至 少 含有 两 个 数 ， 看 对 任意 a、D € RR, 
都 有 a 十 b.a 一 b、ab、 一 = < 忆 ( 除 数 ) 关 0)， 则 称 媚 
是 一 个 数 域 . 例如 有 理 数 集 Q 是 数 域 ; 数 集 FfF = 
{a 十 bYV2|la、b se Q} 也 是 数 域 . 有 下 列 命题 : 

Q@ 整数 集 是 数 域 ; 

@ 行 有 理 数 集 QSEM 则 数 集 M 必 为 数 域 ; 

@ 数 域 必 为 无 限 集 ; 

由 存在 无 穷 多 个 数 域 . 

其 中 正确 的 命题 的 序号 是 
为 正确 的 命题 的 序号 都 填 上 ). 

分 析 与 解 : 如 果 数 集 已 对 加 、 减 . 乘 、 除 四 则 
运算 具有 封闭 性 , 那么 我 们 称 这 个 数 集 为 数 域 . 

因为 整数 集 对 除法 不 封闭 , 因此 整数 集 不 是 
数 域 , 所 以 @ 是 错误 的 . 对 于 @, 我 们 设 M = 
QU {xz}, 则 得 到 1 十 x 9 识 , 所 以 @ 也 是 销 误 
的 ; @ 是 正确 的 . 证 明 如 下 : 

设 a.bE€ P, 则 a 士 be PP, 得 到 2a € P, 进 
而 有 3a € P, 4a € P,…, 所 以 数 集 已 是 无 限 
集 @ 已 知已 = {a 十 5bV3lo、5 e Q} 是 数 域 , 同 
理 可 证 明 {a +bv3la.b ee Q}), {a+bv5la.be 
Q},…, 都 是 数 域 , 概括 得 到 当 t 为 质数 时 , 集 
合 {a 十 bvVtla、b &€ Q} 均 为 数 域 

综 上 得 到 正确 命题 的 序号 是 人 @@、@ . 

变 式 5: (2009 年 全 国 高 考 北京 卷 ) 设 4 是 整 
数 集 的 一 个 非 空 子 集 , 对 于 有 € 4, 如 果 k 一 lg 有 4 
且 k+1 & 4, 那么 k 是 4 的 一 个 “孤立 元 ”, 给 定 
S={1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, ga 
所 有 集合 中 , 不 含 “ 孤 立 元 "的 集合 共有 

分 析 与 解 : 对 于 k € 4, 当 k 一 1 gf 4 4 
1 & 4 同时 满足 时 , 我 们 才 称 k 是 4 的 一 个 “ 拆 江 
元 ”, 否则 就 不 是 "孤立 元 . 

如 {1,2;,3} 是 不 含 “ 孤 立 元 "的 一 个 集合 , 而 
{1,2, 分 就 不 是 , 其 中 元 素 4 是 “孤立 元 ", 不 是 满 
足 题 设 的 集合 , 故 所 有 满足 题 设 的 集合 为 {1,2， 
3}, {2, 3,4}, “"” {6, 7, 8}, 共 6 个 集合 . 

由 S 的 3 个 元 素 构成 的 所 有 集合 中 , 这 3 个 
元 索 均 为 “孤立 元 ”的 集合 有 20 个 . 

从 这 个 例子 , 可 帘 见 此 书 特色 之 一 斑 : 

一 、 螺旋 上 升 的 变 式 : 轻松 理 清 基础 与 难题 
的 关系 





四 个 元 素 两 两 


(把 你 认 
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从 题 根 到 变 式 1, 集合 中 的 元 素 由 5 个 到 ?个 ， 
帮助 学 生 轻 松 跨越 了 OA 
学 生 在 有 集合 M CE {1,2,3,.…,n 一 1}(n > 
2,n € N) 限 定 的 情况 下 研究 了 省 6 E MM”, 则 
n 一 Qa € M* 的 情况 , 接着 去 掉 集 合 中 自然 数 的 
限定 , 放宽 为 实数 , 研究 着 a & M, 则 了 < 
MM” ,学 生 会 有 一 些 茫然 , 满足 这 样 条 件 的 集合 中 
的 元 素 会 有 多 少 个 呢 ? 会 不 会 无 限 进行 下 去 呢 ? 
规则 发 生 了 变化 , 难度 自然 上 了 一 个 台阶 , 但 有 
了 前 面 的 铺垫 , 学 生还 是 可 以 尝试 着 研究 的 , 这 
也 就 到 了 变 式 2. 3, 接着 由 “a e M, 则 了 一 < 
M” 这 样 一 个 规则 , 又 变 到 “ 设 忆 是 一 个 数 集 , 车 
对 任意 a.bE R, 都 有 a+b.a 一 bab、2 € P” 这 
样 多 个 规则 , 这 本 来 是 大 学 中 较 难 懂 的 一 个 概念 ， 
有 了 前 面 的 铺垫 就 轻 轻 松 松 地 引入 到 了 高 中 , 难 
度 再 次 升级 , 最 后 到 开放 创新 的 2009 年 北京 高 
考题 的 变 式 5. 

由 此 例 可 见 , 阅读 此 书 , 犹如 登山 , 从 山脚 下 
开始 , 也 就 是 从 书 中 的 题 根 开始 , 顺 着 变 式 , 一 
个 台 级 一 个 全 级 地 上 来 , 到 惊讶 自己 怎么 能 解 这 
样 的 难题 时 , 回首 一 望 , 自己 已 快 到 山顶 . 在 变 背 
景 、 变 对 象 、 变 形式 、 变 规则 、 变 条 件 等 的 变 式 网 
络 中 ,一 路 风光 诲 旋 , 令 人 心 旷 神 恰 . 

感叹 该 书 作者 对 学 习 的 “潜在 距离 ”怎么 拿捏 
得 这 样 准 . 铺 热 既 没 有 呈现 得 太 慢 , 感觉 不 到 学 
习 的 挑战 性 ; 又 没有 跨度 太 大 , 失 脚 走 空 的 忻 丧 . 
通过 一 系列 “梯度 合适 ?的 “小 变化 题目 , 过 渡 到 
最 终 解 决 较 难 的 新 题目 ， 忽 党 得 数学 是 这 样 一 
门 善 变 而 又 钵 循 一 定 规则 , 既 充 满 挑战 又 给 人 以 
成 就 感 的 学 科 . 识 得 了 其 “庐山 真面目 ”, 反 觉得 
更 亲切 了 . 

二 、 新 预 创 新 的 变 式 : 为 教学 
思路 

如 果 仅 仅 将 其 作为 一 本 教 辅 书 使 用 的 话 , 就 
真是 委 届 了 .正如 该 书 作 者 在 前 言 中 所 说 ,“ 此 书 
是 在 变 式 教学 理论 数 十 年 研究 的 基础 上 而 形成 
的 ”. 记 得 在 复旦 高 级 教师 研修 班 上 , 听 变 式 教学 
的 倡导 者 顾 淮 沅 老师 讲 “ 变 式 教学 ”, 他 说 明了 两 
种 变 式 : 概念 性 变 式 和 过 程 性 变 式 , 并 以 勾 股 定 
理 的 证 明 很 好 地 诠释 了 变 式 , 当时 很 是 感慨 在 勾 
股 定理 证 明 的 过 程 中 其 铺垫 的 精彩 . 但 也 有 一 个 
(下 转 第 2-31 页 ) 


、 命 题 提供 新 
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抓 纲 务 本 , 促进 数学 理解 
-一 多 谈 2011 年 上 海 数 学 高 考试 题 和 启示 
201100 上 海 市 闵行 区 教育 学 院 杨 家 政 


中 学 数学 教材 是 经 过 政府 专业 机 构 审 定 通 
行 的 学 习 蓝 本 , 是 经 过 长 期 实践 经 验 积累 而 形 
成 的 教学 材料 . 怎样 发 挥 好 教材 的 作用 , 正确 理 
解 “ 不 是 教 教材 , 而 是 用 教材 教 ”的 观点 仍然 是 目 
前 值得 重视 和 研究 的 课题 . 本 着 有 利于 推进 素质 
教育 .有 利于 高 校 选 拔 新 生 的 指导 思想 , 2011 年 
上 海 秋季 高 考 数学 试卷 立足 于 试卷 的 科学 性 和 
严谨 性 , 重视 对 中 学 数学 的 基础 知识 和 基本 技能 
的 考查 , 重视 通 性 通 法 , 关注 对 数学 的 深入 理解 、 
数学 思想 方法 和 研究 性 学 习 能 力 的 考查 ， 在 如 
何 重 视 教 材 、 打 好 基础 、 灵 活 运 用 、 提 高 能 力 等 
方面 对 中 学 数学 教学 有 着 积极 的 引导 作用 , 给 我 
们 很 多 的 启示 . 

一 、 用 好 教材 、 弄 懂 教 材 , 牢固 掌握 数学 的 
基础 

试卷 大 部 分 试题 是 立足 于 基础 知识 和 基本 
技能 , 直接 来 源 于 教材 或 改编 于 教材 . 如 理科 第 
1、2、3、4、5、6.7、8、9、12、15、16、19 等 古 , 文科 
第 1、2、3、4、5、6、8、9、10、13、15、16、17、19、20 
等 题 , 都 是 和 课本 中 的 练习 题 相 类 似 或 者 是 将 课 
本 中 的 练习 题 稍 加 改编 得 到 , 以 常见 背景 、 简单 
问题 、 第 规 方法 呈现 , 贴近 大 部 分 学 生 认 知 的 实 
际 情 况 ， 在 考查 基本 运算 能 力 的 同时 注意 考查 
基本 的 数学 概念 和 数学 定义 的 掌握 . 

加 生生 下 多 设 吧 是 常数 , 在 点 已 (0,5) 
是 双 曲 线 万 一 0 二 1 的 一 个 焦点 ,， 则 mm = 
.而 高 中 二 下 级 秆 二 和 其 并 本 57 练 习 
12.5 第 2 题 : 如 果 双 曲线 蕊 -一 一 1 的 焦点 在 z 
轴 上 , 且 焦 距 为 10， 那么 实数 /的 值 为 

理科 卷 第 5 题 : 在 极 坐 标 系 中 , 直线 p(2cos 8 
十 Sing) = 二 2 与 直线 p cosb = 1 的 夹 角 大 小 为 
_ (结果 用 反 三 角 函 数值 表示 ). 而 高 中 三 年 
级 理科 拓展 练习 部 分 P.12 复 习题 第 2(2) 题 : 直 





线 11 : p cos (9 一 a) = a 和 直线 ls : p sin (9 一 
Q) 一 4 的 位 置 关 系 是 . 考题 与 课本 上 练 
习题 相 比 较 如 出 一 国 . 

第 9 题 是 间接 从 高 三 年 级 拓展 工 理科 课本 
P.75 表 6 改编 而 来 . 

再 如 理科 卷 第 12 题 : 随机 抽取 的 9 个 同学 
中 ,至 少 有 2 个 同学 在 同一 月 份 出 生 的 概率 为 
(默认 每 个 月 的 天 数 相 同 ， 结 果 精 确 到 
0.001)， 这 几乎 是 课本 上 的 原 题 ， 只 不 过 是 将 
随机 抽取 的 同学 数目 由 10 个 改 为 9 个 而 已 ， 正 
确 答案 是 0.985, 但 有 不 少 的 考生 答案 离奇 ， 如 : 
0.480、0.005、0.001 等 等 , 不 一 而 足 , 甚至 还 有 答 
1.000、 29.545 的 , 一 个 随机 事件 的 概率 怎么 会 大 
于 1 呢 ? 这 充分 说 明了 考生 完全 不 清楚 随机 事件 
概率 的 概念 , 课本 上 的 例题 没 很 好 理解 和 掌握 . 

这 次 高 考 有 三 分 之 一 的 考题 来 源 于 课本 上 
的 例 、 习题 , 因此 ，2011 年 高 考题 启示 我 们 要 用 
好 教材 、 弄 慌 教 材 , 引导 学 生 通 过 认真 学 习 教 材 
内 容 , 有 效 落 实 基础 知识 和 基本 方法 的 理解 与 掌 
握 ， 重视 对 “本 "的 理解 、 领悟 , 重视 中 学 数学 教 
学 的 规范 性 , 矫正 由 应 试 而 产生 的 教学 内 容 上 的 
随意 性 , 重视 对 教材 和 课程 标准 的 深入 分 析 和 研 
究 . 

特别 要 重视 用 集合 语言 表达 数学 问题 、 解 
决 数 学 问题 . 体现 了 高 考生 对 
“ 纲 ” 和 “本 ”的 领情 与 把 握 , 骨 在 引导 师 生 共同 
努力 与 高 等 数学 紧密 联系 , 用 现代 数学 的 集合 语 
言 表达 数学 问题 . 

二 、 注重 理解 数学 概念 的 内 涵 ， 把 握 住 数学 
的 实质 

数学 概念 是 数学 的 灵魂 , 是 人 们 进行 数学 思 
维和 研究 数学 关系 的 基本 单位 . 如 果 对 数学 概念 
理解 肤浅 , 内 在 逻辑 混淆 , 那 是 学 不 好 数学 的 . 只 
有 准确 而 又 深入 地 理解 概念 , 把 握 数 学 概念 的 内 
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涵 和 本 质 , 找到 知识 的 内 在 联系 , 才能 有 效 地 分 
析 问 题 并 解决 问题 . 

如 理科 卷 第 13 题 : 

设 g(z) 是 定义 在 及 上 、 以 1 为 周期 的 函数 . 
若 函 数 /z) = x 十 9(7x) 在 区 间 [3, 入 上 的 值 域 
为 [一 2,5], 则 f(x) 在 区 间 [一 10,10] 上 的 值 域 为 





此 题 主 要 是 考查 函数 的 基本 性 质 以 及 分 析 、 
运用 、 解决 问题 的 能 力 ， 因为 9(z) 是 定义 在 及 
上 的 以 1 为 周期 的 函数 , 周期 函数 在 其 一 个 周期 
上 是 取 遍 整个 沙 数 的 值 域 , 区 间 [3,4 的 长 度 恰 
为 1， f(x) = zx 十 9(7z) 在 区 间 [3, 4 上 的 值 域 为 
[一 2, 5]， 充 即 函数 六 z) 在 区 间 [3， 4 上 的 最 小 值 
为 一 2, 最 大 值 为 5， 不 妨 设 z1、 x2 E [3, 活 , 且 
f(71) = —2, f(x2) = 5, 即 x1 + 9(21) = —2, 
x2 十 9(72) = 5, f(x) 在 区 间 [ 一 10,10] 上 的 最 小 
值 一 定 是 在 [-10, -9] 上 取 到 , 最 大 值 一 定 是 在 
[9，10] 上 取 到 , 亦 即 在 一 10 + zl 一 3 处 到 到 最 
小 值 , 在 9 十 za 一 3 处 取 到 最 大 值 , 且 最 小 值 为 
f(—10 十 w]1 一 3) 一 一 ]0 十 X11 一 3 十 9( 一 10 十 
wl 一 3) 一 
ff(9 二 za 一 3) 一 9 二 za 一 3 十 9(9 二 z2 一 3) = 
6 十 zx2 十 9(X2) = 11, 所 以 当 一 10 < x 么 10 时 ， 
一 15 世 f(x) < 11, 故 所 求 的 值 域 为 [一 15, 11]. 

值得 一 提 的 是 , 有 考生 误 认 为 函数 9(z) 在 区 
间 [3, 和 上 也 是 单调 递增 的 , 由 jz) = Z+9(z) 在 
区 间 [3, 和 句 上 的 值 域 为 [一 2, 四], 得 到 9(z) 的 什 域 
为 [一 5, 1, 这样 f(z) = z+9(Z) 在 区 间 [一 10, 10] 
上 的 什 域 就 是 [一 15,11] 了 . 错误 的 想法 得 到 了 正 
确 的 结论 . 事实 上 , 由 于 9g9(2) 是 周期 为 1 的 周期 
函数 ， 所 以 函数 g(xz) 在 一 个 周期 的 闭 区 间 上 是 
单调 递增 这 一 假设 是 错误 的 , 与 函数 的 周期 性 予 
盾 , 是 概念 混淆 . 

又 如 理科 卷 第 14 题 : 

已 知 点 O(0,0)、 Qo(0,1) 和 点 Ro(3,1)， 记 
QoRo 的 中 点 为 已 . 取 @Go 忆 和 万 RERo 中 的 一 条 ， 
记 其 端点 为 Qi1、 Ri, 使 之 满足 (Il0Q@1| 一 2)(|ORi| 
一 2) < 0; 记 QiRi 的 中 点 为 忆 ,， 取 Q1 忆 和 
PzRi 中 的 一 条 , 记 其 端点 为 @2、Rz, 使 之 满足 
(I0Q2| 一 2)(IORz| 一 2) < 0. 依次 下 去 , 得 到 万 ， 
P,:…, FH, …, 则 lim |QoPn| = - 

本 题 考查 “二 分 法 "和 芝 近 、 极 限 思想 、 数 形 
结合 思想 以 及 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 . 
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在 线段 QoRo 上 不 断 地 二 等 分 取 中 点 ， 得 
IQoRo| = IQiRi| = 3, IQ2R2| = 蕊 ， 2， 
[IQnRn| = 总 ， …, 中 点 与 端点 形成 的 新 的 线段 
长 度 不 断 地 缩小 ，lim [IQnR%| = 0, 并 且 新 线段 
两 端点 到 原点 距离 是 一 个 大 于 2, 一 个 小 于 2, 这 
件 事 情 可 以 无 限 做 下 去 , 所 以 只 要 在 线段 QoRo 
上 找到 一 点 也 ,使 IOP| = 2 即 可 . 设 点 己 在 z 轴 
上 的 投影 为 R, 由 于 |PBRI = 1, IOP| = 2, 因此 
IOR| = V3, BT lim |QoP,| = V3. 

不 少 考生 缺乏 对 间 题 的 深入 分 析 和 理解 , 转 
化 、 化 归 的 能 力 不 强 , 不 能 挖掘 出 不 等 式 ([OQ@1| 
一 2)(|ORi| 一 2) < 0 的 几何 意义 , 更 缺乏 透 过 现 
象 看 本 质 的 本 领 , 无 法 将 二 分 法 的 操作 转化 为 无 
限 台 近 的 数学 极限 思想 方法 解决 数学 问题 . 

以 上 两 题 在 很 大 程度 上 是 需要 通过 数学 直 
觉 才 能 辨别 各 种 关系 , 突破 难点 , 达到 解决 问题 
的 目的 . 考查 了 数学 直觉 能 力 , 其 数学 内 涵 较 为 
深刻 . 所 以 在 教学 中 要 高 度 重视 内 涵 深 刻 的 数学 
问题 , 研究 其 解决 方法 的 思维 特征 , 通过 变 式 、 转 
化 等 多 种 方法 引导 学 生 观 察 分 析 、 广泛 联系 , 形 
成 基本 数学 经 验 , 以 培养 数学 直觉 能 力 . 

三 、 善 于 分 析 和 转化 , 以 培养 数学 能 力 

上 海 市 高 考 数学 试题 一 贯 坚持 数学 能 力 与 
一 般 能 力 相 结合 的 考查 风格 , 注重 能 力 立 意 , 在 
大 力 提 候 自 主创 新 的 时 代 背 景 下 , 倡导 高 中 学 生 
研究 性 学 习 显 得 尤为 重要 , 关键 是 要 学 会 学 习 ， 
学 会 研究 问题 , 善于 分 析 和 转化 , 善于 在 知识 之 
间 及 时 建立 联系 , 并 能 将 复杂 问题 转化 为 简单 问 
题 , 将 空间 问题 转化 为 平面 问题 , 将 抽象 问题 转 
化 为 具体 问题 , 等 等 . 

如 理科 卷 第 23 题 : 

已 知 平面 上 的 线段 1 及 点 乙 ， 任 到 1 上 一 点 
Q@, 线段 PQ 长 度 的 最 小 值 称 为 点 也 到 线段 1 的 
距离 , 记 作 dd(PP, 站). 

(1) 求 点 P(1,1) 到 线段 !: x 一 y 一 3 = 0(3 < 
ZX 忒 5) 的 距离 d(PP, Di 

(2) 设 i 是 长 为 2 的 线段 , 求 点 的 集合 DD = 
{Pla(P,1) < i} 所 表示 的 图 形 面 积 ; 

(3) 写 出 到 两 条 线段 1 、 纪 距离 相等 的 点 的 
集合 = {Pla(PBh) = d(P,l2)}, 其 中 = 
AB、ls = CD 4、B、C、DD 是 下 列 三 组 点 中 
的 一 组 . 
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对 于 下 列 三 种 情形 ， 只 需 选 做 一 种 ,满分 分 
别 是 中 2 分 , @ 6 分 , @ 8 分 ; 若 选择 了 多 于 一 种 
的 情形 , 则 按照 序号 较 小 的 解答 计 分 . 

©® A(1,3), B(1,0).C(—1,3). D(~1, 0). 

©® A(1,3)、 B(1,0). C(—1,3). D(—1, 一 2). 

® A(0, 1). B(O,0). C(0,0), D(2, 0). 

本 题 考查 坐标 平面 上 的 点 与 线段 之 间 的 位 
置 关系 和 度量 关系 , 用 代数 的 方法 研究 几何 问题 
的 能 力 ， 考 查考 生 学 习 新 的 数学 知识 及 其 运用 
能 力 , 分 析 、 判断 、 辨析 、 选择 和 取舍 的 能 力 . 属 
开放 性 、 分 层 评价 性 问题 . 

解答 : (1) 设 Q(z,zx 一 3) 是 线段 1 : Zz 一 y 一 
3 二 0(3 < zx <5) 上 一 点 , 则 

IP@| = V (2-1)2+(z— 4)? 


2 

5 9 
一 一 一 一 二 区 < ) 
= 2 (2 5 ) + (3 Z < 5) 


当 z = 3 时 , da(P,1) = |PQ|min = V5. 

(2) 设 线段 1 的 端点 分 别 为 4、B, 以 直线 AB 
为 z 轴 , 4B 的 中 点 为 原点 建立 平面 直角 坐标 系 ， 
如 图 1, 则 (一 1,0), B(1,0), 点 集 忆 由 如 下 曲线 
围 成 :y= 1(z| < 1,l :y= -1(lz| < 
1), C1: (z+1)+=1(z < —1),0: (x— 
1)? 填 如 二 1(z 之 1), 其 面积 为 5 =4 十 7 

yy 





1 图 2 
(3) @ 选择 4(1,3)、B(1,0)、C(-1,3)、 
D(~1,0), 02 = {(z, y) Iz 一 0}, 如 图 2; 
@ 选择 4(1,3)、 B(1,0)、C(-1,3). D(-], 
-2), 0 = {(z, Wz = 0,y > 0} U {(2,9)ly? = 
47,—2 < Yy <OFU{z vr + y+1l1=0,7x> 
1}, 如 图 3; 
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图 选择 4(0,1)、 B(0,0)、C(0,0)、D(2,0). 
0 = {2,9)|z & 0,y & 0}U {x,y = 2,0 < 
<1}U{r Yr = 2 -11l<zr& 2}U 
{(7x,y)|4z — 2y — 3 = 0,x > 2}, 如 图 4. 

尽管 在 之 前 的 春 考 试卷 中 曾 考 过 “平面 上 的 
点 到 线段 的 距离 ”问题 , 但 对 于 考生 来 讲 此 题 的 
定义 仍 是 一 个 新 的 概念 , 需要 考生 在 考场 上 临阵 
思考 、 学 习 和 运用 , 也 真正 考查 到 了 学 生 对 数学 
问题 的 理解 和 分 析 能 力 , 还 说 明了 一 种 价值 取向 
的 观念 . 

高 考 解 答题 中 的 几 个 小 题 常常 是 有 内 在 联 
系 的 , 后 面 的 问题 要 么 直接 用 到 前 面 的 结论 解 
决 问题 , 要 人 么 间接 地 用 到 前 面 类 似 的 结论 解决 问 
题 , 要 人 么 需 用 到 前 面 类 似 的 解决 问题 的 思想 方法 
来 探究 问题 , 这 样 的 三 个 层次 对 思维 的 要 求 是 不 
断 提 高 递 进 的 , 需要 考生 在 平时 的 复习 中 加 以 关 
注 . 

从 以 上 对 2011 年 高 考 上 海 数 学 卷 中 典型 试 
题 的 简要 分 析 , 可 以 看 出 数学 思想 方法 的 考查 是 
高 考 的 一 个 重要 考查 目标 , 特别 是 数 形 结合 、 分 
类 讨论 、 转化、 化 归 等 思想 方法 . 数学 思想 、 数学 
方法 , 包括 对 数学 内 涵 的 理解 和 数学 实质 的 把 握 
是 答 好 整 份 试卷 的 基石 . 所 以 在 进行 基础 知识 
和 基本 技能 训练 时 , 要 经 常 有 意识 地 挖掘 隐藏 在 
问题 背后 的 数学 思想 及 其 数学 本 质 特 征 , 这 样 才 
能 真正 打 好 基础 , 提高 数学 素养 . 

顺便 提出 , 2011 年 高 考 上 海 数学 卷 中 的 集合 
知识 考 得 较 多 , 如 理科 卷 第 2、10.、22、23 题 , 分 值 
达 44 分 , 集合 论 是 现代 数学 的 基础 , 集合 语言 是 
数学 表达 的 基本 形式 , 是 中 等 数学 与 高 等 数学 的 
一 个 衔接 点 . 另外 , 不 能 因为 整 张 试卷 对 中 学 数 
学 主干 知识 一 解析 几何 和 数列 (包括 其 常见 的 
主要 方法 ) 考 得 较 少 , 就 忽略 或 者 淡化 对 主干 知 
识 的 复习 . 也 不 能 因为 理科 卷 第 20 题 (文科 卷 第 
21 题 ) 对 指数 不 等 式 内 容 着 重 考查 了 , 就 特别 加 
强 指 、 对 数 不 等 式 解 法 的 训练 , 实际 上 , 这 一 题 
恰恰 反映 了 指 、 对 数 函 数 单调 性 的 应 用 , 考查 了 
指 、 对 数 函 数 的 基本 性 质 . 因此 , 我 们 的 教学 还 
是 应 该 从 课程 的 整体 上 全 面 地 把 握 世 本 内 容 与 
教学 要 求 , 还 是 要 从 基本 概念 、 基 本 原理 出 发 分 
术 问 题 、 解 决 问 题 比 较 好 . 

(在 本 文 撰写 过 程 中 , 得 到 了 顾 鸿 达 先 生 的 
大 力 指导 , 在 此 表示 衷心 感谢 /) 
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从 仿 射 变换 角度 看 2011 年 高 考 山 东 理科 第 22 题 


724300 


题目 (2011 年 高 考 山 东 省 理科 第 22 题 ) 已 
知 动 直线 ! 与 酉 圆 C : 瑟 + 扩 一 1 交 于 PP(cagn)、 
Q(z2,y2) 两 个 不 同 点 , 且 AOPQ 的 面积 9AoPQ 
一 3 其 中 0 为 坐标 原点 

(DD) 证明 : zz 十 和 组 十 馆 均 为 定 值 ; 

(ID) 设 线段 PQ 的 中 点 为 MM, 求 |OM|:|PQ@| 
的 最 大 值 ; 

(IC 椭圆 C 上 是 否 人 存在 三 点 也、 已 、G, 使 得 
SAODE = SAopec = 95Aopc = fh? 若 存 在 ， 
判 浙 信 DEG 的 形状 ; 若 不 存在 , 请 说 明理 由. 

椭圆 经 过 仿 射 变换 可 以 得 到 圆 . 因此 对 于 椭 
圆 的 一 些 问题 , 只 需 对 圆 进行 研究 , 就 能 达到 事 
半 功 们 的 效果 ， 本文 就 2011 年 高 考 数 学 山东 卷 
理科 第 22 题 的 第 (J) 小 题 和 第 ( 亚 ) 小 题 , 从 仿 射 
变换 的 角度 进行 一 次 探究 . 

1. 仿 射 变换 的 角度 求解 更 简洁 


2 
人 z 一 zw,y 于 y, 则 椭 图 C: 定 


5 = 1 变 成 圆 z” 十 y? = 1. 因此 ， 图 1 与 图 2 
对 应 ， 同 时 点 P(zl,y)、@(z2;yo) 分 别 对 应 点 
P (cz12)、Q xz2, 22). 

y 





图 1 图 2 
(T) 由 于 两 个 封闭 图 形 的 面积 之 比 是 仿 射 不 


陕西 省 咯 阳 县 天津 高 级 中 学 陈 小 


SS :pny 
变量 ， 所 以 有 = ¥6 而 Saope@ = 
AOPQ 


i 得 SaAo'p'@' 二 


中 , 由 Sao'p'@' = 3 


LZP'O'Q’' = 可 于 是 得 : 


， 在 圆 z” +oyW ?= 1 


1 
2 
sin ZLZ<P'O’®W’ = > 可 知 


2 + 一 1， ot 人 
2 十 2 一 ye 四 
2129 十 Y1 YS = Ouest EY 
由 中 、@、@ 有 , 1 妈 = (1 一 21)(1 一 


£0) =1— (2 + 7) + ri 0, 


从 而 zi 十 292 二 1 十 X14 2 人 一 多 0 二 1 

V+ = (2)+(1— 2 ) 

2 一 (tt 过 =1. 局 

A ” 一 V3 7 _ V2 

由 变换 z = 3 2 2 一 -22 

所 以 2 十 2 二 3, 角 十 奶 二 2. 

( 严 ) 如 图 2 所 示 , 可 以 先 考虑 在 圆 z/ 2 二 42 = 
1 上 是 否 存在 三 点 刀 '、 鼠 /、G", 使 得 SAo'p'g' 一 
SAO'D’'G' = OAo'BrG' = 3? 

车 存在 符合 要 求 的 三 点 D'、B'、G', 则 由 
SAO'D'E' = SAO'D'G' = SAO'B'G' = 3 得 

3 sin LD'O'E’ = 3 sin LZD'O’'G’ 

一 3 sin LE'O'G’ = 3 

所 以 ZD'O'B'=LD'O'G'=LB'O'G’' = 9 
与 <D'O'E' 二 LD'O'G' 十 LB'O'G' = 2r 了 矛盾 . 

所 以 圆 z? 十 WW? = 1 上 不 存在 三 点 D'、E'、 
GG, 使得 SAOo'Dp'p 二 一 OAaorDpre' 一 器 和 ov 有 Cr 二 
1 

从 而 椭圆 C 上 不 存在 三 点 万 、 五 、G， 使 得 


6 
SAODE 一 SAoDpa = SAOEkG = -5 
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2. 解 题 反 思 及 推论 

题目 中 动 直线 /与 椭圆 C : + 抱 = 1 交 于 
P(X1,1)、Q@@(72,y2) 两 不 同 点 ， 形成 的 AOP®Q 
的 面积 Saope 与 zf 十 xz5、 吸 十 她 有 什么 样 的 内 
在 联系 ? 

对 第 (DD) 小 题 的 解答 过 程 进一步 反思 探究 ， 
发 现 : 

如 图 2 所 示 , 在 圆 z 十 y” = 1 中 , SAo'Pre， 
= 时 , 动 直 线 上 始终 保持 着 一 个 恒定 不 变 的 关 
系 就 是 OP 1 O08’', 即 2129 + RE 一 0. , 国 
此 ，z42 十 2 1+ 2 — = 1, y+ 
弛 一 (一斑 ) 二 (1 一 2 ) 二 1. 从 而 码 十 z 一 
3, yf + 人 2 二 2. 

同时 , 也 注意 到 车 xX1x29 二 yi 雏 二 0, 则 OP 上 
OW, 所 以 在 贺 z+y =1 中 一 定 有 SAO’'P'Q!’ 

2 

于 是 ， 从 伤 罚 变 换 的 角度 可 以 得 到 

推论 1 动 直 线 / 与 粮 圆 C : 过 十 = 
l(a > 5 > 0) 交 于 P(xi,yi)、 Co 二 两 丰 
同 点 ,， 且 人 OPQ 的 面积 SAopPa = pa 其 中 
为 坐标 原点 , 则 Zz? 十 23 二 02, 好 十 明 2 二 . 

对 于 推论 1, 从 仿 射 变换 的 角度 是 不 难 证 明 
的 . 在 此 , 本 文 从 高 考试 题 常规 解法 的 角度 给 出 
证 明 . 

(1) 当 直 线 ! 的 斜率 不 存在 时 ，P、Q 两 点 关 
于 Z 对 称 , 则 zl = x2, 衣 = 一 9 

由 P(x1, 刀 ) 在 椭 阅 上 ， 有 加 + 共 =1..…@ 


zsora -niu 和 atee ©S 
2_b 

由 @@ 和 图 得 好 = 全 ,f= 9 

所 以 Xx? 十 x2 = 2 好 二 扩 一 部 


(2) 当 直线 /的 斜率 存在 时 , 设 直线 ! 的 方程 


为 y 二 kz 十 mm, 由 题 意 m 天 0. 
2 一 KZ + m, 


(a2k2 +b?2)r2?2+2kma?z+a2m?—a2b =0, 
其 中 人 = 4k?m?2a4 一 4(a?2k?2 二)(a2m? 一 
a202) > 0, 即 c282 十 02 > m2?, 


数学 教学 


2012 年 第 2 期 
2kma? 
由 韦 达 定理 得 zl 十 za2 = aps pa? 
a2m2? 一 Q202 
2 一 gk 





设 原点 0 到 直线 1 的 距离 为 4 = 一 [站 
有 : SAoPQ 二 3IPQla 


_1 /A /a ml 
一 7 1+k2 (2Z1 十 Z2)2 一 4Z122 * VI 起 
四 _4kzmaza 
(a2k2 + 02)2 
加 ma tb-m ab 
本 Q2K2 十 22 2 
所 以 a2k? 十 22 = 2m2, 此 时 ， 
XI 十 22 = (x1 十 Zo2)2 一 2z122 
4627p2a4 _ 2a2m? 一 20202 
(本 好 十 55 02 厅 二 好 
a2(a212 +b2)—am?  ， 
-一 一 [有 ， 
m2 
2 2 
六 + 怒 = ly - + (一 把 吗 ) 
综 上 可 知 Z1 十 22 = 0?, 3 3 一 b. 
同 理 , 有 : ， 
2 
推论 2 动 直线 /与 椭圆 C : 人 十 和 = 
l(a > D > 0) 交 于 PP(z1, 1)、 Q(T2, Yy2) 两 不 
同 点 , 且 AOPQ 的 面积 SAope = 名, 其 中 O 
为 坐标 原点 ， 则 gl 十 22 一 一 52， 2 + 好 二 0Q2. 
椭圆 C : 守 ++ 引 = 1 上 是 否 存 在 三 点 、 
E.G, 使 得 Saopp < = -gaope = SAoEG = S$? 
者 存在 , 3 的 值 应 该 是 多 少 ? 
et = 1 中 可 以 看 出 , 存在 三 点 DD'、 
、C@ ， 入 SAo'p' = SAO'D'G’ = SAO'E'G 
一 GI 27 _ V3 7 7 _1 
S" = zsin 入 一 如 D’(1,0)、 EE > 


Oe 


相应 地 , 椭 贺 CO : 区 十 区 = 1 上 , 存在 三 


太 D、E、G, 使 SaopDs > oo- = SAOEG = 

S = 3 如 DD(V3,0)、 B(- 汐 ,次 )、 
V3 V6 

(交加 
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一 般 地 , 有 : 

推论 3 椭圆 C : + 算 -1(e>5>0) 
或 术 圆 C : 纺 + 千 = 1(o > 5 > 0) 上 存在 三 


点 D、E、G, 使 SaAoDpE = SAopG = SAoEG 一 
9 一 V3ab 
4 


题目 中 第 (0D) 小 题 与 第 WU 小 题 有 什么 联系 ? 


设 椭 贺 C: 安 十 从 一 1 上 存在 三 点 D(z 


1)、 忆 (XZ2,Y2)、G(Y3,Y3), 使 得 

SAODE = SAODG = SAOEG = re. 
7X2 十 22 二 ?十 223， 

由 第 刷 小 题 , 有 p74 2 二 13 十 3 

所 以 得 xz? = x3 = x3, 即 

Z1 二 土 X2 = 士 Z3， 

同 理 , oa = 士 y2 二 土 Ys- 

所 以 得 (x1,Y1)、 (2Z1 一 庚 )、 (一 ZX1; 妇 )、 
(一 2Z1; 一 匀 ) 这 四 点 中 , 其 中 任意 三 点 中 必 有 了 两 点 
与 O 共 线 . : 

故 若 z2 十 X2 二 x22 十 23 二 2? 十 X83 = 二 常数 ， 
则 2 SAoDpc、3Aozc 必 不 全 相等 . 

肯 结 合 推论 1 推论 2, 容易 得 : 


(上 接 第 2-25 页 ) 

迷惑 的 地 方 , 作为 一 线 教师 的 我 们 该 怎样 设计 出 
这 些 精 彩 的 铺垫 呢 ? 而 《高 中 数学 题 根 》 这 本 书 ， 
在 解 题 方面 , 恰恰 提供 了 一 些 变 式 的 设计 方法 ， 
比如 上 例 中 由 集合 中 5 个 元 素 到 nn% 个 元 素 的 推广 
法 ( 题 根 到 变 式 1); 从 有 集合 限定 范围 到 去 掉 集 
合 限定 的 条 件 弱 化 法 ( 变 式 1 到 变 式 2、3), 由 单 
一 规则 到 多 规则 的 方法 类 比 法 ( 变 式 2、 3 到 变 式 
4、5) 等 , 这 些 变 式 不 仅 对 学 生 解 答 难题 .梳理 知 
识 做 了 很 好 的 铺垫 , 更 帮助 一 线 教 师 的 我 们 理 清 
了 题 与 题 之 间 的 关系 , 透视 了 问题 的 本 质 , 更 教 
会 了 我 们 题 根 到 底 该 怎样 变 ， 书 中 还 有 很 多 的 
恋 化 方法 : 如 变 背 景 、. 变 对 象 、 变 形式 、 变 规则 、 
变 条 件 等 . 变 式 非 常 之 丰富 , 且 有 许多 创新 之 见 ， 
对 教师 的 教学 研究 和 对 命题 的 研究 都 大 有 神 益 . 

三 、 不 变 与 变 的 辩证 关系 : 唤醒 深层 思考 问 
题 的 潜能 

一 些 国际 比较 的 研究 显示 , 与 西方 学 生 相 比 ， 
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推论 4 和 号 十 力 =l{a>5b>0) 


或 椭圆 C : 由 + 各 = 1(o > 5 > 9) 上 存在 三 


点 D(X1, 1)、 “Boss G(zs,ya), 若 zi 十 z3 一 
X32 十 X3 = 2 十 23 = 常数 , 则 Saopg、SAoDG、 
SAOEG 必 不 全 相等 . 

由 于 原 命 题 与 它 的 逆 否 命题 同 真 同 假 , 所 以 
容易 得 : 

推论 5 椭 贺 C: 瑟 十 疙 一 1(o>8> 0) 


p2 
或 椭圆 C : 护 十 多 二 1(a > b> 0) 上 存在 三 点 
D(X1,Yy1)、 B(T2,Y2)、 G(X3,Yy3), 着 SaopE = 
SaAopG 二 SAOgG = 9, 则 三 点 中 任 两 点 的 横 
坐标 平方 和 及 纵 坐 标 平方 和 必 不 为 常数 ， 

3. 教 学 启示 

从 这 道 题目 来 看 , 高 考 压轴 题 并 非 是 无 源 之 
水 , 而 是 有 根 可 寻 . 高 等 数学 或 数学 竞赛 试题 中 
的 一 些 思 想 、 方 法 都 为 高 考 压轴 题 的 设计 提供 
了 广阔 的 背景 . 作为 高 中 教师 , 应 该 深入 研究 高 
考试 题 , 了 解 试题 的 背景 , 挖掘 试题 的 本 质 , 居 高 
临 下 地 认识 高 考试 题 ， 这 也 是 提高 高 三 课堂 复 
习 效 率 的 重要 手段 . 


尽管 中 国学 生 在 解决 常规 问题 上 有 相当 的 优势， 
但 是 在 解决 应 用 题 . 开放 性 问题 上 则 表现 平平 
( 莹 金发 ). 从 变 式 的 角度 看 , 可 以 通过 设计 较 远 
的 潜在 距离 或 较 大 跨度 的 铺垫 , 使 学 习 过 程 更 具 
有 挑战 性 , 同时 题目 的 变化 更 引导 着 学 生 的 思维 
变化 , 有 利于 培养 学 生 的 多 角度 思考 问题 的 能 力 ， 
并 为 学 生 解 答 开放 性 问题 提供 了 提出 问题 的 方 
法 , 如 变换 题目 背景 .条件 、 规 则 等 , 对 培养 学 生 
的 探究 能 力 、 创新 能 力 搭建 了 很 好 的 平台 . 《高 
中 数学 题 根 》 这 本 书 是 对 顾 淮 沅 老师 提出 的 “ 铺 
设 适当 的 潜在 距离 , 建构 适当 的 变异 空间 (《 变 
革 的 见证 》)” 的 理念 恰到好处 的 实践 . 

总 之 ,《 高 中 数学 题 根 ) 这 本 书 , 发 展 了 中 国 
数学 教育 特色 之 一 的 数学 问题 的 “ 变 式 "处理. 通 
过 '“ 变 式 "形成 知识 网 络 , 处 理 好 了 基础 与 难题 之 
间 的 关系 . 没有 基础 的 创新 是 空想 , 没有 创新 的 
基础 是 傻 练 , 处 理 好 两 者 的 关系 , 是 我 们 不 懈 的 
努力 方向 . 
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高 考 中 的 “初等 数论 ”倩影 素描 
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数论 在 数学 中 的 地 位 是 独特 的 , 高 斯 曾经 说 
过 “数学 是 科学 的 皇后 ,数论 是 数学 中 的 和 皇冠. 
本 文 以 近 几 年 的 考题 为 截 体 来 简 述 高 考 中 的 数 
论 知识 与 方法 . 

1. 奇偶 分 析 

奇数 与 偶数 有 如 下 概念 与 性 质 : 

(WU) 若 一 个 整数 能 被 2 整除 , 则 这 个 整数 叫 偶 
数 . 大 一 个 整数 被 2 除 余 1, 则 这 个 整数 叫 奇数 ; 

(2) 奇数 个 奇数 的 和 (或 差 ) 是 奇数 , 偶数 个 
奇数 的 和 (或 差 ) 是 偶数 ; 

(3) 一 个 奇数 与 一 个 偶数 的 和 [或 是 奇数 

(4) 任意 多 个 奇数 的 积 是 奇数 . 

例 1 (2010 年 全 国 高 考 湖北 卷 ) 已 知 数列 


1 31+ant) _ 2(1+@Qn) 
to 满足 oa 一 2 lo 1 一 an 
anan+l < 0(n 之 1), 数列 {0%} 满 足 bn = a 


2 
~ Qn 


(1) 求 数列 {an}, {bw} 的 通 项 公式 ; (2) 证 明 : 
数列 {bw} 中 任意 三 项 不 可 能 成 等 差 数 列 . 

解 : (1) 由 已 知 得 3(1 一 a24.1) = 2(1 一 a2). 
令 1 一 Qn 二 cn， 所 以 3cn+1 二 2cn, 易 求 得 


_3/2Y 

nC—1 
一 (TY 十 1 _3 2 
m= (+13(2) ， 


1 /2 
一 4 
(2) 设 有 并 5 bo br (1 二 p <q <7?7) 成 等 
差 数列 , 则 26b。 = 加 十 办 ,代入 得 


2.1.(2 1/2Y 1712， 
4\3 4 \3 4 \3 


9 gq—1 _/2 p—1 9 7 一 1 
即 2. (2) 一 (8) 十 (2) ee 四 
1 < 


一 
| 
jt 
和 人 
3 
| 
JJ 
沼 
江 
© 
锁 


9 .29-P ,879 ~ 3977P 十 Or—P ,ee. 四 

观察 @ 式 的 两 边 , 左边 是 “偶数 ”, 右边 是 “ 奇 
数 十 偶数 二 奇数 ”, 节 盾 ， 故 数 列 {52%} 中 任意 三 
项 都 不 可 能 成 等 差 数 列 . 

2. 整数 与 整除 

整数 主要 有 以 下 的 性 质 : 

(1) 运 算 封 闭 性 : 任何 两 个 整数 的 和 、 差 、 积 
以 及 彩 方 运算 的 结果 仍 为 整数 ; 

(2) 确 定性 : 区 间 [mm (m < mn) 内 的 整数 是 
确定 的 ; 

(3) 若 “能 被 ?整除 ， 即 =g(a. b. ge 2), 

则 5 是 a 的 约 数 ( 因 数 ). 

例 2 (2009 年 全 国 高 考 北京 卷 改编 ) 已 知 整 
数 集 4 = {aia2… ant < a1 < 02 < 

“< 0m) 具 有 性 质 已 :对 任意 的 人、 j (1 < 
了 委 n), oiay 与 去 两 让 少 有 人 属于 人、 

a 亿 Qn 

证 明 : ax 一 1 人 

证 明 : 因为 4 = {01,02,… ,an} 具 有 性 质 
P, 所 以 anan 与 2 中 至 少 有 一 个 属于 4. 

由 于 1 入 al < ao < …. < on, 所 以 anar > 
an; 故 anan 4h, 从 而 1 = 4 所 以 @1=1. 

又 因为 1 = at < aa < .… < aon, 所 以 
ckon > 0n, 故 akan Fg A(k = 2,3,... ,n). 

由 4 具有 性 质 呈 可 知 如 <4 (k=2, 3,...,n). 


又 因为 22 < _Qn _. -< 


C2 Qi 
由 整数 的 确定 怪 攻 有 
Qn 1, Qn 
Qn Un—l 





Qn Qn 
02 二 Qn 1 = Qn, 
3 性 


从 而 辽 十 十 各 十 竺 


2 Ql 
ot ‘+ Qn-il 十 Qn， 
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QT -+an! 的 
例 3 (2008 年 全 国 高 罗江 苏 卷 ) 设 {an} 是 
公差 不 为 零 的 等 差 数 列 , 5;, 为 其 前 % 项 和 , 满足 
Q2 十 Qa3 = 二 a3 十 a8, S7 = 二 7. 

(1) 求 数列 {anj} 的 通 项 公式 及 前 n% 项 和 5%; 

(2) 试 求 所 有 的 正 整 数 mm 使 得 “= 为 
数列 {Qn} 中 的 项 . 

解 : (1) 易 求 得 an = 2n 一 7, S%, = n2 一 6n. 

(2) 由 (1) 得 


mam 一 (2m — 7)(2m 一 5) 


2m—3 
人 3)2 — 6(2m 一 3) 十 8 
270 一 如 
8 
一 了 
mm—3— 6 + 7 二 


因为 数列 {an} 由 的 项 都 四 整数 所 以 2m 一 3 是 
8 的 因数 . 又 因为 2m 一 3 是 奇数 ,8 是 偶数 , 故 
2m 一 3 可 取 的 值 为 土 1. 
当 2m 一 3 = 一 1 时 , m 
yy 
一 15, 数列 {an} 中 的 最 小 项 是 一 5, 不 符合 
当 2m 一 3 = 1 时 , m = 2， 此 时 mt = 


m+2 
3, 是 数列 {4%} 中 的 项 - 

所 以 满足 题 意 的 正 整 数 只 有 Mm = 2. 

3. 不 定 方程 

解 不 定 方 程 的 技巧 很 多 , 高 考 中 考查 的 主要 
有 两 种 :一 是 因 式 分 解 ; 二 是 不 等 式 估计 . 所 谓 因 
式 分 解 , 是 将 方程 的 一 边 化 为 常数 , 并 作 因 数 分 
解 ， 方程 的 另 一 边 含 有 未 知 数 的 代数 式 也 作 因 
式 分 解 , 再 考虑 各 个 因 式 的 取 值 , 分 解 成 若干 个 
方程 来 解 . 所 谓 不 等 式 估 计 , 是 利用 不 等 式 进行 
放 缩 , 目的 是 夹 出 某 些 未 知 数 的 范围 . 

例 4 (2011 年 全 国 高 考 扬州 市 第 一 次 调研 
题 ) 设 数列 {an} 的 首 项 为 1 前 ?项 和 是 3, 存 
在 常数 4、B 使 得 an, 十 S% = hn 十 BB 对 任意 正 
整数 nn 都 成 立 . 

(1) 设 A4 = 0, 求证 : 数列 {on} 是 等 比 数 询 ; 

(2) 设 数列 {an} 是 等 差 数 列 , 车 p < 9, 县 
高 + 襄 一 , 求 p, 4 的 值 . 

解析 : 第 (1) 小 题 此 处 略 对 于 第 (2) 小 题 , 设 
等 差 数列 {an} 的 公差 为 d, 因为 an 十 5n = An 十 
BB 对 任意 正 整数 % 都 成 立 , 分 别 令 n 二 1, 2, 3 代 
入 得 





= 1, 此 时 tl 一 
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al 十 .91 一 4+ 克 ， 
[es -aa 
as 十 33 一 34 十 万 ， 
2=A+B,， A=1, 
"| ara-ara we 5- 1, 
5d+4= 3A+B, d=0. 
推出 on 一 1 Sn 一 mn. 由 襄 十 训 一 可 -得 
5 二 了 = 十, 即 pg 一 lp 一 Hg=0 
将 此 不 定 方程 的 左边 作 因 式 分 解 得 
(p—11)(g—11)= I12. 
由 于 p < q, 且 112 = 1 x 121， 
~» fp—11=1, 
2 
解 得 p = 12， 4 = 132. 
例 5 求 方程 二 十 二 十 = 和 的 正 整数 解 


y 
解 : 不 妨 设 0 <xX<&y<z 
1 从 而 =i1+i+icl+il 1-3 
Z 5 2 Zz 人 
即 z 苹 2. 因为 2 € 2 , 所 以 z 只 能 取 1 2, 3. 
把 z 分 别 代 入 原 方程 , 解 得 


江 ] 一 2, Ya 一 2， 
41 三 4, 及 22 一 9， 
之 1 一 20, zo 一 10. 


4. 取 整 函数 

取 整 函数 y = [x] 的 定义 : 设 z € 及 ,用 [zZ] 表 
示 不 超过 Zz 的 最 大 整数 (如 [0.2] = 0, [-0.U = 
一 1, jx] = 3 等 等 ), 则 y = [z] 称 为 取 整 函数 . 取 
整 消 数 也 叫 高 斯 函数 , 由 德国 著名 数学 家 高 斯 首 
次 提出 . 其 图 像 如 图 1 所 示 . 





图 2 


由 高 斯 函数 派生 出 孙 数 {72}: {2} 定义 为 实 
数 z 的 正 的 纯 小 数 部 分 , 即 {xz} 二 2 一 加 其 图 
像 如 图 2 所 示 . 

例 6 设 集 合 4 = {fzlzz 一 [xz] = 2}),B= 
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{zllz| < 2}, 其 中 符号 [z] 表示 不 大 于 xz 的 最 大 
整数 , 则 4 已 = 
解 : 由 已 得 -2<2<2， 


当 一 2 < x < 之 一 1 时 , [x] = 一 2, 由 4 得 z2 十 
2 二 2, 解 得 x = 0 ( 舍 ); 

当 —1&z< 0 时 ， 由- 一 1, 由 4 得 z2 十 
1 = 2, 解 得 x = 十 1 … x = 一 1; 


当 0 区 x < 1 时 ， 加 一 0, 由 有 得 Xx* 一 0 = 
2, 解 得 z = 土 V2 ( 舍 ); 

当 1 区 z < 2 时 ， ; ] 二 1, 由 4 得 x2 一 1 = 
2, 解 得 z = 土 V3, … x = V3. 

所 以 ANMB= Tv 

、 xz— [zj,z > 0, 

例 7 设 函 数 f(z) = f(z+ 1),2<0, 
其 中 人 z] 表 示 不 超过 z 的 最 大 整数 , (如 [一 1.1] = 
一 2, [+] = 3 等 等 ), 者 直线 y = kz 十 K(k > 0) 与 
函数 y = jz) 的 图 像 恰 有 三 个 不 同 的 交点 , 则 
实数 上 的 取 值 范围 是 





Fr 


(上 接 第 2-48 页 ) 

题 ) 

847. 已 知 n 是 正 整 数 , 求证 : (sec x csc x)27 一 
(sec2"r z+ csc 2) > 227 一 221 

(274300 ”山东 省 单 县 二 中 齐 行 超 供 题 ) 

848. 已 知人 4BC 的 垂 心 五 在 该 三 角形 内 ， 
又 点 互 到 顶点 4、B、C 的 距离 分 别 为 1L、V2、 
V5， 试 求 重 心 且 到 三 条 边 BC、C4h、4B 的 
距离 . 

(223800 ”江苏 省 宿迁 中 学 ” 陈 炳 堂 供 题 ) 

849. 已 知 O 的 非 直径 弦 AC 与 BD 相交 于 
点 M, 射线 BB4 与 CD 相交 于 点 P, 过 4、C 作 
OO 的 切线 相交 于 点 六, 过 点 8、D 作 QO 的 切 
线 相交 于 点 久 , 如 图 2. 求证 : 已 、G、 六 三 点 共 
线 . 

(404506 ”重庆 市 云 阳 县 江口 中 学 美 官 扬 
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解 :直线 y = kz 十 k(k > 0) 恒 过 定点 (一 1,0)， 
在 同一 直角 坐标 系 中 作出 函数 y = f(x) 的 图像 
和 直线 y = kz 十 k(k > 0) 的 图 像 , 如 图 3 所 示 ， 
因为 怡 有 三 个 不 同 的 交点 , 得 了 < < 3: 

5. 整 点 ( 格 点 ) 问题 

(1) 整 点 的 定义 :在 平面 直角 坐标 系 中, 横 、 
纵 坐标 均 为 整数 的 点 叫做 整 点 , 整 点 也 叫 格 点 . 

(2) 整 点 的 分 类 :根据 整数 的 奇偶 性 可 以 把 整 
点 分 为 ( 奇 , 奇 )、 ( 奇 , 偶 )【 偶 , 奇 )、( 偶 , 偶 ) 4 类 . 

(3) 正方 形 内 的 整 点 : 内 部 不 含 整 点 的 正方 
形 , 面积 最 大 值 是 2; 内 部 只 含 一 个 整 点 的 正方 
形 , 面积 最 大 值 是 4 各 边 均 平行 于 坐标 轴 的 正 
方形 , 如 果 内 部 不 含 整 点 , 面积 最 大 值 是 1. 

例 8 (2011 年 全 国 高 考 北京 卷 ) 设 A(0, 0)、 
B(4,0)、 C(t+4,4).、 D(t,4) (t € R), 记 NY) 
为 平行 四 边 形 4BCD 内 部 (不 含 边界 ) 的 整 点 的 
个 数 , 平面 内 横 、 纵 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 ， 
则 阔 数 NN(#) 的 值 域 为 ………… ( ). 

(A) {9, 10, 11}; (B) {9, 10， 12}; 

(C) {9, 11, 12}; (D) {10, 11, 12}. 

答案 为 (C). 

初等 数论 知识 朴素 自然 , 方法 思维 续 密 , 现 
代 应 用 广泛 , 笔者 认为 在 今后 的 高 考试 题 中 会 越 
来 越 多 地 出 现 她 的 身影 , 笔者 上 述 文字 权 当 抛 砖 
引 玉 . 


pr 





图 2 


850. 设 o(n) 表 示 正 整数 n% 的 正 约 数 之 和 . 求 
证 : 存在 无 窃 多 个 正 整数 n, 使 0(n) > 2008n. 

(法 国 考题 200002 ”上海 黄 浦 区 教师 进修 
学 院 ” 周 元 解 管 ) 


(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 
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对 2011 年 高 考 山 东 卷 理科 22( 忆 题 的 研究 


256200 山东 省 凶 平 县 教育 局 教研 室 姜 坤 崇 


2 
题目 已 知 直线 1 与 椭圆 C : 5 + 著 =1 


交 于 P(x1, 妇 )、Q@(7X2,y2) 两 不 同 点 , 且 A 人 AOPQ 
的 面积 SAoPe = ,其 中 为 毕 标 原点 

(证 明 : zf 十 台 和 人 十 饭 为 定 值 ; 

( 耻 ) 设 线段 PQ@ 的 中 点 为 闻 , 求 |OM|.:|PQ| 
的 最 大 值 ; 

( 亚 ) 椭圆 C 上 是 否 存 在 点 D、、G 使 得 
SAODE = SAODG = SAOEG = Ye? 者 个 
在 , 判断 人 DEG 的 形状 ; 若 不 存在 , 请 说 明理 由 . 

本 题 是 2011 年 全 国 高 考 山 东 省 理科 压轴 题 ， 
除了 考查 诸多 数学 思想 方法 以 外 , 在 知识 上 主要 
考查 直线 方程 .三 角形 的 面积 直线 与 圆锥 曲线 
的 位 置 关 系 、 圆锥 曲线 的 弦 长 , 基本 不 等 式 及 定 
值 、 最 值 、 存 在 性 等 问题 的 探究 与 证 明 . 同时 , 对 
学 生 的 运算 能 力 、 逻辑 思维 能 力 、 灵活 运用 所 学 
知识 各 方法 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 等 提出 
了 和 较 高 要 求 . 这 道 题 新 颖 别致 不 落 丛 套 , 具有 
较 高 的 学 习 与 研究 的 价值 . 本 文 仅 对 其 中 题 (了 ) 
展开 一 些 研究 , 供 读者 参考 . 

1， 一 般 性 结论 

对 于 (]), 其 答案 是 7 十 xX3 = 3, 弛 十 奶 = 
2, 而 3、2 分 别 为 椭圆 C 的 长 、 短 半 轴 长 的 平方 , 6 
为 椭 C 长 、 : 短 半 轴 长 了 方 的 乘积 , 这 样 , 将 椭圆 
C: + 扩 二 1 一 般 化 后 可 得 结 吉 论 : 


3 2 
结论 1 已 知 直线 /与 椭 回 C : 安 + 和 所 = 


l{a >b> 0) 交 于 P(z1,Y1)、 Q(z2,y2) 两 不 同 
点 , 且 AOPQ 的 面积 SAopa = 2 , 其 中 加 为 


坐标 原点 (以 下 同 )， 则 zx? 十 x2 和 wt 守 妨 为 定 值 
分 别 为 a2、b*. 

证 明 : (1) 当 直线 ! 的 斜率 不 存在 时 , 点 已 (zl， 
2 、@(zao) 关 于 z 轴 对 称 ,所 以 Zi = 7z2， 
yi 二 一 J2， 因为 点 忆 (zt, 轨 ) 在 椭圆 C 上, 所 以 


D2z3 十 a2y? 一 a2b2 一 0. Dn OO 
又 因为 SAoPe = 名 
所 以 lzil :loa| = 多 ss ® 


由 @、@ 得 ol|= 交 2 ln| = ,此 时 


2 十 汉 3 二 00, 弛 十 包 二 站 均 为 定 值 . 

(2) 当 直 线 ! 的 斜率 存在 时 , 设 直线 1 的 方程 
为 y = kz 十 m, 由 题 意 知 m 关 0, 将 其 代入 C 的 
方程 整理 得 (a2k? 十 22)z2 -202kmz 十 a2(7n2 一 
中 ) = 0. 则 

A = 4ask?2m? — A402(a2k? +b*)(m? —b*) = 
4a2b* (a2k? 十 2 一 m2) > 0 ® 

所 以 a282 + 62 — m2 > Oe @ 


由 韦 达 定理 得 , zl 十 Z2 = 
次 ] 2 一 


所 以 |PQ| = VvV{l + Ek2)[(z1 + x2)? 一 4clzo] 
2 | _ datk2m? _ 40?(m? — b?) 
(1 十 k ) [ee 十 b2)2 a2k2 十 b2 
_ 2abV (1 +k?)(ak? + om’) k2)(a2k2 十 22 一 7 
kb 十 bp2 
、 Iml 
OO 到 直线 ! d = 一 一 ， 
所 以 9AoPa = =lPQq| “ad 
_ QablmlVark? + hb om? me 
Tato 
又 如 AoPe@ = a, 


ablm|lVask + om 鲁 

所 以 一 一 一 97a za a2k2 + b2 

将 02k? 十 妃 视 为 整体 ， 将 上 式 整 理 后 即 得 
02k2 + b2 = QM 他 
且 名 式 满 足 @ 式 ,所 以 由 回 、@ 式 可 得 


2Z2 十 22 一 (zl 十 Zo2)2 一 22172 
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_ Aask2m? “_ 20°(m? 一 好 ) 所 以 xz? 十 X23 二 a? 

(a2k2 +b)2 oak?2+b? > 9 十 芭 十 吸 十 组 = 十 人 
— do km _ 20 (mn —b) < 和 全 (21 十 2Z2)( 十 他) 一 0202. 

a 02m2 2 需 指 出 的 是 , 式 子 妈 十 妇 十 坦 十 好 = a2 十 
一 7 2 妈 即 |OPI 十 |O@I2 一 02 十 妨 ( 定 值 ). 
Om -om +tor_,, 当然 ,还 有 2 十 3 一 (好 十 她 ) = a2 一 b? 二 
一 m2 | £1 + 28 = 02, D(z7? + 2) = a2 (yf + 2) > 
又 由 点 Q(X2,y2) 在 椭圆 C 上 知 23 十 a2 她 ”2 + 22 = a2, 等 等 

一 0Q282 = 0 问题 2 设 直线 1 : y = kz 十 m 交 椭圆 C 于 

于 是 由 式 及 中 式 得 2 2 2 不 同 的 两 点 P(X1,1)、@(X2,y2), 探讨 与 x? 十 
好 + 锯 = 一 + 5 2 23 = o2 等 价 的 条 件 


_ 20 一 ef 十 Z2) _ 


2. 对 2 结论 中 涉及 的 几 个 条 件 的 等 价 条 件 的 
探讨 

我 们 知道 , 在 一 个 数学 问题 中 , 对 于 条 件 p、 
4 若 p < 4 则 2 一 > 9g 和 & 一 > 2 都 是 真 命 
题 , 因此 寻求 一 个 正确 命题 中 条 件 和 结论 的 充 要 
条 件 (或 充分 条 件 , 或 必要 条 件 ) , 就 可 以 得 到 原 
命题 的 一 些 变 式 命题 了 . 我 们 对 结论 1 中 的 结论 
( 亦 可 说 是 作为 结论 的 条 件 ) 和 条 件 的 等 价 条 件 
作 些 探讨 . 

问题 1 设 P(zi,y1)、Q@(z2,2y2) 是 椭圆 C 上 
的 不 同 两 点 , 探讨 与 zz + x3 = 避 等 价 的 条 件 . 

首先 可 以 看 出 x1 十 2 二 0 < 全 多 十 好 = 
思 , 这 是 因为 , 由 于 P(x1,y1)、Q(z2,y2) 是 椭圆 
上 的 两 个 不 同 点 , 故 由 @ 式 和 @ 式 得 


Wt po 
bo 一 Z blo -72) _ ,2 
Q2 Q2 
2 _ /2 2 
> 2 (1 + 22) 二) 一 1 > of 区 二 2. 


另外 可 得 2 十 2x32 = 2 
和 叶 + 驹 + 好 + 跨 = 呈 ++ 扩 
> (727 + 7)(W + 2) = a202. 

这 是 因为 3 十 如 十 十 妮 二 0 十 扩 
< 一 34234 Ca 六 Ca a2+4+b2 
< 一 Cb) tt ) -0 <—> 202 十 22 一 Q2; 

(zi + 22)(y2 十 2) = = a2b 


< (2Z1 十 23) | -人 D2 =a2b? 


C2 
< 一 [a2 一 (z2 ee 一 0 < 一 zi+ 73 一 a2， 


由 轩 、@@ 两 式 可 得 
2 十 2 一 (zl 十 Za)2 — 27172 
4a4p2zp2 2c (mm2 — b?) 
CE 一 丈 厅 十 到 
加 2a2(a2127m2 十 Q202K2 一 b27m2 +6) 
一 (a2823 + b2)? 
所 以 z4 十 2 一 0 
2a2 (02k27m2 + a202K2 一 
(a2k3 + D3) 
> atks ~ 202m2k? — b2(b? — 2m2)=0 
<。 一 (02 + 2m?)(a2k? — 52) =0 
> @ 式 或 6 二 十 9 
问题 3 设 P(z1, 妇 )、Q(7x2,y2) 是 椭圆 C 上 
的 两 个 不 同 点 , 探讨 与 SAoPa 一 鲍 等 价 的 条 件 
由 结论 1 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 当 直 线 ! 的 斜 
率 存 在 时 , SaopQ = 名 < 一 @ 式 , 故 在 直线 
i( 即 直线 PQ) 的 斜率 存在 的 前 提 下 , 设 直线 ! 的 
方程 为 y = kz 十 m, 则 SAopoQ = 2 < 一 @ 式 . 
当 直 线 ! 的 斜率 存在 时 , 由 @ 式 可 知 , 直线 
与 椭圆 C 相 切 的 充 要 条 件 为 a2k? 十 b= 和 2， 
由 于 这 个 式 子 与 @ 式 很 相像 , 因此 我 们 猜测 满 
足 条 件 @ 的 直线 1 应 与 另 一 椭 回 相 切 . 事实 上 ， 


由 于 条 件 @ 等 价 于 本 2) + + ( 清 b) = 
m2, 故 w 有 十 人 一 2m2 < 僵直 线 ! 与 椭圆 殖 : 
2 

(2) (2 
b > 0) 相 切 . 

由 以 上 的 探讨 可 知 , 当 直线 ! 的 斜率 存在 时 ， 
Saope = 闻 < 二 直线 /与 椭圆 忆 相 切 

而 当 直 线 ! 的 斜率 不 存在 时 , 亦 不 难 证 明 


b*m2 + b4) 
= a2 
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OAoPa = 2 > 直线! 与 椭 阅 巨 相 切 ， 


因此 , SAopQ== 名 < 二 > 直线 1 与 椭圆 忆 相 切 


说 明 : 可 以 证 明 , 以 上 问题 中 直线 /与 椭圆 
的 切 点 恰 为 椭圆 C 弦 .Pe 的 中 点 . 

下 面 再 来 考察 问题 中 满足 条 件 @ 的 点 了、 
驴 的 横 、 纵 坐 标 之 积 X172 与 Viya 的 关系 .由 于 
上 后 P(z1,1)、@(X2,Yy2) 均 在 直线 i 上， 故 == 
kz1 十 ?2 一 kxz 十 mm, 于 是 由 舍 、@ 式 可 
得 

yiy2 = (Kz1 + mm) (kr + mm) 

一 522122 + km(z1 + rz2) + mm? 

_ ok mb) 2a2k2m2 2 





a2k2 + b2 Qa2k2 十 0b2 
be2k2—m) (2m2—b2—m2) 
ok2+b 27n2 
bm 一刀) _ brixo 
-2 


Bh 22zizs 十 a22 = 0. 
反之 , 由 2D2zizs + a2g1 二 0 亦 可 得 @ 
式 , 所 以 在 直线 ! 的 斜率 存在 的 前 提 下 , b2x122 十 


a =0 < 全 @ 式 < SA 人 opo = pt 


又 当 直线 ! 的 斜率 不 存在 时 , 亦 可 证 明 (从 咯 ) 
b2x1%2 十 Q2y1?71 一 0 < 一 SAOPQ 一 全 


因此 ， 520172 十 Q201371 一 0 < 一 SaopQ= 名 . 


说 明 : 当 直 线 1 不 过 椭 回 C 的 顶点 时 条 件 
brir2+a yy = 0 > kop :kog = -与 (其 
中 KoP、jzoae 分 别 表示 直线 OP、OQ 的 斜率 ， 下 
同 ). 

综合 上 面 的 讨论 , 可 得 椭圆 中 的 如 下 两 个 结 
论 (具体 证 明 不 再 给 出 ): 

定理 1 给 定 本 圆 C : 区 十 = 1 及 妃 ， 


号 十 略 二 (o> 8 > 0), 直 线 1 与 椭 回 C 交 于 
P(xi; 妇 )、Q@(7x2,Y2) 两 个 不 同 点 , 记 人 OPQ@ 的 
面积 为 SAope, 则 Seope = 名 <> 直线 /与 
椭圆 如 相 切 所 => Bz122 十 a2yiyi = 0. 

定理 2 给 定 椭 团 C: 吕 + 秒 一 1(a > b> 
0), 直线 /与 椭圆 C 交 于 P(x1, 轨 )、Q@(X2,y2) 两 
个 不 同 点 , 则 zz? -+z3 = a2 (或 好 十 好 = 也) < 一 
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直线 /与 椭圆 忆 相 切 , 或 直线 /与 直线 : y = 2 


平行 (或 重合 ), 或 直线 /与 直线 l2 : y = 一 2z 平 
行 (或 重合 ). 

当然 , 和 奏 十 友 = 02 或 SAope = 鲁 等 价 
的 条 件 不 止 上 述 列举 的 这 些 , 请 有 兴趣 的 读者 继 
续 探 讨 . 

3。 新 命题 的 制作 

在 问题 1 中 , 由 于 24 十 22 = a2 < 人 ?2 十 
y2 = b? > |0OP2+|IogP2 = 2+ 二 > 
(z 十 23)( 好 十 角 ) = 202, 因此 选取 其 中 的 一 
个 式 子 作为 条 件 , 剩 下 的 一 个 作为 结论 所 组 成 的 
命题 都 是 正确 的 . 

在 问题 2 中 , 由 于 好 十 22 = 02 < 一 @ 式 或 
k 二 士 2， 故 可 得 如 下 结论 (或 由 定理 2 的 结论 得 
出 ): 

结论 2 设 与 直线 hi : y = 2z Ci :y= 
48w) 平 行 或 重合 的 直线 与 椭圆 C: 安 十 女 = 

1(a >b> 0) 交 于 P(x1, 角 )、 Q(w2, ga) 两 个 不 

同 点 , 则 z 十 2z3、 好 十 吗 及 |OPI2 二 1OQ 为 定 
值 . 

根据 问题 2.3 所 得 的 一 些 结论 , 以 9AoPe = 
名 ,直线 1 与 权 圆 忆 相 切 , bzzlzs + a2yiy4 一 0 


(让 Kop ' kog = -号 ) 中 的 一 个 为 条 件 ,zt 十 


7X3 = 0 或 与 之 等 价 的 条 件 为 结论 所 组 成 的 命题 
都 是 真 命题 . 
另外 ， 在 直线 1 的 伞 率 存在 的 情形 下 ， ©、 


» Q202(702 一 02) 
式 可 得 Bz1722 一 a2y1y1 = aki Fb 
2 一 (及 一 扩 ) 
a2k2+b2 a2k2+b2 


故 jzxza 一 02yiy = 0 < 大 一 士 2, 于 是 可 得 
2 结论 3 设 P(zx1, 负 1)、 Q(x2,Y2) 是 椭 贺 CC : : 
25 十 二 1(g >b > 0) 上 的 两 个 不 同 点 , 且 


人 2 
po —any=0 (或 kop -Koa = 细 ) ， 则 
722 十 22、 好 十 奶 及 IOPl? +1OQ 上 > 为 定 值 . 
根据 定理 1 的 结论 , 以 SAop@ = 饭 , 直 


线 1 与 椭圆 巨 相 切 ，12ziza 十 a2y1y1 二 0 或 
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kop .khog = 一 所 其 中 的 一 个 为 条 件 , 剩 下 的 一 
个 为 结论 所 组 成 的 命题 的 都 是 成 立 的 , 比如 ,以 
条 件 “ 直 线 1 与 椭圆 互相 切 "作为 条 件 , 可 以 制作 
以 下 几 个 命题 


2 2 
结论 4 给 定 椭圆 C : 三 十 站 = 1 及 已: 
2 


2 
写 + 纺 一 3 (a > b > 0), 过 椭圆 五 上 的 
任意 一 点 M 引 忆 的 切线 交 椭 贺 C 于 P(x1,y1)、 
Q(z2,y2) 两 点 , 则 2z1 二 22 和 凶 十 只 及 |OPI ?十 
1OQ@I? 为 定 值 . 


2 2 
结论 5 给 定 椭圆 C : 2 十 三 = 1 及 EE : 


2 六 1(o > b > 0), 过 椭 贺 忆 上 的 
a Bb 2 2 
任意 一 点 AM 引 五 的 切线 交 椭 圆 C 于 P(zl,o)、 
Q(z2,y2) 两 点 ， 则 人 OPQ 的 面积 SAopo 为 定 
值 . 

限于 篇 幅 ， 以 上 两 结论 的 证 明 均 从 略 . 

2 
结论 6 给 定 椭圆 C : 罕 十 此 = 1 及 万 : 
， ， a b 

纪 十 委 = > (a >5> 0), 1 是 椭圆 马 在 其 上 任 
一 点 M(xo, 0) 处 的 切线 且 ? 交 椭圆 C 于 P、@ 两 
点 , 则 , 

(1) 当 wo 天 十 2 时 ， kop : ko 为 定 值 一 三 ; 

(2) 当 加 = 十 时 , LZPOQ = 90°. 

证 明 : 如 图 1， 设 P(x1,Y1)、 Q(x2, Yo2), 则 由 


点 M (Yo, Yo) 在 椭 贺 忆 上 知 
2b278 + 2a2y8 一 a2b? = 0. .pe 





切线 ? 的 方程 为 2b? xox 十 2a yoy — a2b? = 
0, 即 a2b2 = 4 vor + a yoy) be, 四 
CQ202 


(1) 当 yo 去 十 2 时 , 将 @ 式 代入 椭 加 C 的 方 


4(b?zox + a2yoy)? _0 


ZE 22 2，2 
程 得 六 2 十 QU 一 2 
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上 式 整 理 后 两 边 同 除 以 z2, 得 a4(b52 一 4y2)t2 
十 8a202zoyot 十 D4(a2? 一 478) 二 0 (Rht 一 y 。 


由 于 kop = 让 kog = 这 是 关于 t 的 二 次 

方程 的 两 根 ， 故 由 市 达 定 理 及 式 知 
by ba ~—4r0) ,bb 

pop kog + na = aa(hr ay2) + oa 

_ 2b2(a2b? — 2b2728 — 202y8) 0 

ob? 一 40) 的 
BN Kop' poae = 一 与 

(2) 当 yo = 二 2 时 , 由 @ 式 得 zo = 士 &, 不 


纺 取 zo = 4, yo = 2, 此 时 椭圆 马 在 点 M 处 的 
切线 方程 为 bz + ay 一 ab = 0, 它 与 桶 加 CC 的 两 
交点 为 Pl(a,， 0)、 (0, b), 显然 有 《<POQ = 90°. 


2 
推论 1 给 定 椭圆 C : 2 十 夭 = 1 及 E: 


2 (a > 5b > 0), 过 椭圆 C 上 任 一 点 

b2 2 "nT 人 

MM 引 椭 圆 巨 的 两 条 切线 分 别 交 椭圆 C 于 A、B 两 
点 , 则 直线 4B 过 椭圆 C 的 中 心 O. 

证 明 : 当 直 线 OM、OA、 OB 的 斜率 都 存在 

时 , 由 结论 6 (1) 知 ko4 ' kom = 一 每 , kop ; 


kom = 一 拇 , 于 是 ko4 = kop, 从 而 直线 AB 
过 原点 0; 当 点 M 在 一 条 坐标 轴 上 时 , 由 结论 6 
(2) 知 点 4、 BB 在 另 一 条 坐标 轴 上 , 此 时 显然 有 直 
线 4B 过 点 QO. 

推论 2 给 定 本 圆 C : 号 十 此 =1 及 万 : 


a bb 

2 | 做 1(a > b> 0), 过 椭圆 CGC 上任 一 
t= ; 过 椭 回 CC 上任 一 点 
MM 引 椭圆 忆 的 两 条 切线 分 别 切 忆 于 A、B 两 点 . 

(1) 当 直线 MA4、M 刀 不 与 坐标 轴 垂 直 时 , 设 
直线 MA、MB 的 斜率 分 别 为 kmAa、 KmB， 则 
kmA‘ kMB 为 定 值 一 与; 

(2) 当 直 线 M4、M 中 有 一 条 与 坐标 轴 重 
直 时 人 LAMB = 90°. 

证 明 : 如 图 2, 设 直线 MMA、MB 分 别 交 椭 阅 
C 于 男 一 点 P、Q@, 则 由 结论 6 推论 1 的 结论 知 直 
线 PC 过 原点 O 〇 . 

(1) 当 直 线 MP、MQ 的 斜率 都 存在 时 ， 设 
M(xo, yo)~ PlzZ1,%1) Q(—z21, 一 o) 则 Br2+ 
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一 遭 渐 江 省 高 三 联 考试 题 的 列 解 与 拓展 


310023 浙江 省 杭州 外 国语 学 校 潘 俊 


浙江 省 名 校 高 考研 究 联 盟 2011 届 高 三 第 二 
次 联 考 理科 卷 的 试题 卷 中 出 现 了 这 样 一 道 解析 
几何 试题 , 原 题 如 个: ， ， 

如 图 1, 设 及 、 及 是 椭圆 C : 安 十 乞 一 
1(a > 8 > 0) 的 左右 焦点 ， 4、B 分 别 为 其 左 顶 
点 和 上 顶点 , 人 Bh 忆 是 面积 为 V3 的 正三 角形 . 





(1) 求 椭圆 的 方程 ; 
” (2) 过 右 焦 点 记 的 动 直线 ! 交 椭 图 于 MM、N 
两 点 , 直线 4M、AN 分 别 与 已 知 直线 x = 4 交 于 
点 P 和 QQ, 试探 究 以 线段 P@ 为 直径 的 圆 与 直线 





a242 一 02 和 2 一 0( 二 0、1), 于 是 

yo 一 Yo 
“20 一 021 20 十 21 

_ Bog 

~ a2(26 一 21) 

_ P26) -br 


(og 一 a 


kmp: kmo = 


的 位 置 关 系 . 

先 提供 常规 解法 如 下 : 

解 : (1)… 和 人 B 甩 忆 是 面积 为 v3 的 正三 角 
形 ， 

. Co = V3, … c=1. 

b= 8 . 20, .b= V3. 

故 a2 = 4. 

. wr ， 信 

“ 椭圆 C 的 方程 为 村 十 了 一 1. 


(2) 根 据 题 意 可 知 , 直线 /斜率 不 为 0, 设 直 线 
/方程 为 z = My 十 1, M (7X1,Y1)、 N(x2, Y2). 


z2 只 
由 | 5 


了 一 ?0 十 1， 
化 简 可 得 (3m” 十 各 久 十 6my 一 9 =0， 
yi + Y2 = py 
由 韦 达 定理 得 9 
VY1Y2 二 am2 a: 


”A、JM、PP 二 点 共 线 ， 
一 -一 一 
由 AM = (my + 3,%), 


Bkma : EmB = -与 


(2) 当 直线 MP、MQ 中 有 一 条 与 坐标 轴 垂 
直 时 , 不 妨 设 点 M 在 第 一 象限 , 此 时 点 M 的 坐标 
为 (次 。 交 由 ,两 如 点 全 B 分 别 为 (次 oo、 
(%, 次 显然 有 AMB = 90°. 

其 余 一 些 命题 的 制作 及 其 证 明 留 给 读者 自 
行 探究 
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i 2 621 
AP = (6, 一 ， 
(6;yP) 得 yP mo 十 8 


2 5 线段 PQ 的 中 点 为 也 (4 时 地 扣 ) 


my2 ++3 

6y1 二 6y2 
myi+3 myz+3 
_ 6yi (my2 + 3) + 6y2 (my1 + 3) 
(my + 3)(myz + 3) 
_ 12myiy2 + 18(y1 + yz) 
~ m2yiy2 + 3m(yi + y2) + 9 


一 077 
Y= so 7, 
3mm2 十 4 
“| 


92 Br a 





同 理 ye = 





代入 化 简 得 


YP 十 YQ 一 —6m, 从 而 有 Dt(4， 一 37m)， 则 点 
D(4, 一 3m) 到 直线 1 的 距离 为 4 = 3V1 十 m2. 
以 PQ 为 直径 的 加 的 半径 7 = 3lyp -ye| = 
3y1 _ _ 3y2 | _ 9 —y2) 
myit+3 myzt3 (my + 3)(myz 十 3)| 
yi — v2| = V (yi + Yo)? — dy1yo, 


V1 + Y= 5 
ms| ”代入 化 简 得 
Vy1Y2 一 3m2 44 
7 二 3V1 十 m2, 因为 4 = 7, 所 以 以 线段 PQ 为 
直径 的 圆 与 直线 / 相 切 . 
上 述 常规 解法 中 , 还 是 有 一 定 运算 量 的 ,而 
且 对 运算 能 力 要 求 也 比较 高 , 要 想 拿 到 满分 并 不 
轻松 , 实际 上 学 生 练 习 后 反馈 的 情况 也 确实 如 此 . 
一 、 结论 的 第 一 次 推广 
这 是 一 道 颇 具 美 感 . 耐人寻味 的 好 题 ,在 圆 
满 解决 了 这 个 问题 后 , 笔者 并 没有 放弃 对 该 题 
第 二 小 题 的 思考 . 通过 计算 不 难得 到 DF = 
3V1 十 m2, 可 见 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 与 直线 
! 不 仅 相 切 ,而且 还 切 于 焦点 ,这 个 性 质 是 椭 图 


开 十 全 一 1“ 独 有 ”还 是 所 有 椭圆 “共有 ”? 注意 
到 直线 x = 4 刚好 是 椭 贺 的 右 准 线 , 对 此 我 们 大 
胆 提出 猜想 : 

猜想 1 (定理 1) 如 图 2, 设 肪 、 忆 是 椭圆 
23 十 右 二 1(@ > 5b > 0) 的 左 、 右 焦点 ，4 为 
其 左 顶 点 , 过 右 焦点 及 的 动 直 线 ! 交 椭圆 于 MX、 
尽 两 点 ， 直线 4M、4V 分别 与 椭圆 右 准 线 z = 
全 交 于 已 和 @, 则 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 (DD 为 


PQ 中 点 ) 与 直线 /一 定 切 于 右 焦点 下. 
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笔者 用 同样 的 代数 方法 经 过 计算 发 现 这 是 
个 真 命题 , 考虑 到 出 现 的 直线 是 准 线 , 所 以 笔者 
试图 从 几何 角度 对 该 命题 加 以 证 明 , 经 过 思考 ， 
得 到 了 几 种 满意 的 解答 , 过 程 如 下 (在 这 里 先 给 
出 一 种 几何 证 法 , 读者 也 可 自行 思考 ): 

证 明 分 两 步 进 行 , 第 一 步 证 明 以 线段 PQ@ 为 
直径 的 加 一 定 过 右 焦点 五 , 第 二 步 证 明 DF2 1. 

@ 以 线段 PPQ 为 直径 的 圆 恒 过 右 焦点 及 的 
证 明 . 

设 P8Q 交 7z 轴 于 点 上 , 过 点 M 作 MS L PQ， 
过 点 入 作 和 NT 1 PQ, 连结 Po 交 MS 于 点 MM 


和 / MM’ _ 
易 得 人 PMM'co A 人 PA 卫 , 从 而 有 -= 
2 


PM., 易 和 MS _ 
PM 所 由 可 得 2 _ PM _ MS Ai 
PA' 所 以 得 jp 一 PA 二 -4 变形 











gr] A re vv MF ce MM 
由 椭 贺 第 二 定义 得 下 Fe 0' 从 而 有 二 jo 一 


2 即 MM' = MB, 则 有 LMFM' 二 


LMM'F2. 又 由 MS/AL 一 LMM'F, = 
LM'F2L， 从 而 有 LMF2M' = LM'FL， 即 
F2P 是 人 MF2L 上 的 平分 线 . 

同 理 可 得 f2@ 是 LN LL 的 平分 线 , 所 以 可 
得 <ZPk2@ 二 90°, 即 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 恒 
过 右 焦点 2. 

外 DF2 上 1 的 证 明 分 别 过 点 P、Q@ 作 1 的 垂 
线 , 稚 足 分 别 为 P'、 8@', 因为 互 P 是 ZM 羽 工 的 
平分 线 , 根据 角 平 分 线性 质 我 们 得 PP' = PL 目 
P'F, = FL. 

同 理 可 得 QQ’ = QL 且 Q'F2 = 忆 LL, 进 一 
步 我 们 PP’ QQ' = PL+QL= PQ, 且 忆 
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为 PQ8' 中 点 , 在 梯形 PP'Q'@ 中 刺刀 为 中 位 线 ， 
从 而 有 DF//PP', 即 DF 11. 

至 此 , 猜想 证 毕 . 

可 见 上 述 平面 几何 解法 相对 于 解析 法 的 计 
算 量 而 言 要 简洁 得 多 . 

在 上 述 猜 想 的 证 明 过 程 的 基础 上 ， 我 们 可 得 
到 下 列 结论 : 当 定 直 线 z= 人 所 -_ 换 成 j= k， 为 方便 
起 见 ， 我 们 只 考虑 定 直 线 在 右 硕 点 右边 的 情形 

0) 车 a < k < 人 时, 右 焦点 及 在 以 线段 


PQ 为 直径 的 圆 内 部 ; 
(ii)k> 时 右 焦 点 也 在 以 线段 PQ@ 为 直 
径 的 圆 外 部 . 


证 明 的 过 程 留 给 有 兴趣 的 读者 完成 , 在 此 不 
再 奖 述 

二 、 结论 的 再 推广 

昌 然 给 出 了 几何 形式 的 证 明 , 笔者 仍 对 这 个 
问题 抱 有 浓厚 的 兴趣 , 更 一 般 地 , 若 PM 与 QN 
的 交点 不 再 是 椭 贺 的 左 顶 点 , 而 是 椭 贺 上 的 一 个 
动 点 , 还 会 有 类 似 的 性 质 吗 ? 笔者 大 胆 地 提出 猜 
想 , 并 给 出 了 其 证 明 , 从 而 得 到 定理 2. 

定理 2 设 古 、 及 是 本 圆 C : 于 十 仇 = 
1(a > 5 > 0) 的 左 . 右 焦点 ,4 为 椭圆 上 一 动 点 ， 
过 有 焦点 瑟 的 动 直线 1 交 粒 贺 于 MM、 术 两 点 , 直 
线 AM、AN 分 别 与 椭圆 右 准 线 z = 和 交 于 忆 


和 Q@, 则 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 恒 过 右 焦点 Fy. 





证 明 : 如 图 3, 过 点 呈 作 直线 MN 的 平行 线 
交 射 线 4 肪 于 点 P', 由 MN/PP' 得 放 记 = 
人 5;. 又 根据 精 圆 的 第 二 定义 , 变形 有 

4 肌 ”4 到 右 准 线 的 距离 _ AP 
MF。 M 到 右 准 线 的 距离 。 MP 
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/ AP _ 4P 
用 5 一 直 


PP 名 #6 则 有 PP’=FP'， 则 有 LP'BP 

二 LEPP'， 而 由 MN/J/PP' 得 LMFzP = 
ZFoPP', 所 以 有 LMFzP = LPFsP', 即 FoP 
为 LM FoP' 平 分 线 . 

同 理 羽 @ 为 LNFsP' 平 分 线 , 则 有 人 PF2Q 
= 90°, 则 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 恒 过 右 焦 点 , 命 
题 得 证 

三 、 结论 的 引申 

考虑 到 圆锥 曲线 某 些 性 质 上 的 一 致 性 , 很 自 
然 地 , 有 了 椭圆 中 的 结论 , 作为 对 间 题 的 深入 研 
究 , 我 们 考虑 是 否 可 以 将 该 命题 推广 到 双 曲线 与 
抛物 线 上 , 经 研究 发 现 仍 有 类 似 结论 成 立 ，， 

定理 3 设 及 、 肪 是 双 曲 线 C : -每 = 
1(a,b > 0) 的 左 、 右 焦点 , 4 为 双 曲线 上 一 动 点 ， 
过 右 焦点 瑟 的 动 直线 ! 交 双 曲 线 于 M、N 两 点 ， 
直线 4M、4N 分 别 与 双 曲 线 右 准 线 z = 和 交 
于 已 和 @, 则 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 恒 过 右 焦点 
Lo. 

证 明 分 三 种 情形 : 

情形 1: 动 直线 与 双 曲线 一 支 有 2 个 交点 , 且 
双 曲 线 上 所 取 动 点 在 双 曲线 另 一 支 上 , 见 图 4 

根据 双 曲线 第 二 定义 , 变形 有 

A 局 _ 4 到 右 准 线 的 距离 _ AP 

MF ”MM 到 右 准 线 的 距离 。 MP 

在 三 角形 4 肪 M 中 , 由 角 平 分 线 定理 的 逆 定 
理 得 , 及 P 为 <4FyM 平 分 线 . 

同 理 得 肪 @ 为 24F2N 平分 线 ， 从 而 有 
ZP 肪 Q = 90°, 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 恒 过 右 
焦点 , 命题 得 证 











图 4 
情形 2: 动 直 线 与 双 曲 线 一 支 有 2 个 交点 , 且 


2—42 
双 曲 线 上 所 取 动 点 在 双 曲 线 同一 支 上 , 见 图 5. 

过 点 Q 作 直线 MN 的 平行 线 , 交 直线 4 杞 

于 点 Q', 由 MN//QQ' 得 ， 呈 = N 瑟 根据 


QA AF’ 

双 曲 线 的 定义 , 变形 有 

NF _ 六 到 右 准 线 的 距离 _ QN 

AF。 ”4 到 右 准 线 的 距离 QQ4 

/ri QV 8 

而 由 MN//QQ 还 可 得 OA = A 从 

QO _ Ph 1 
而 有 = OA 则 CQ = @'F2， 则 有 
LQ'QF2 = LQ HQ. 由 MN//QQ' 得 LQF; 
二 BRPM 所 以 有 人 QF2@ = A 人 QF2M ,了 即 
F2@ 为 <M FzWY 平分 线 . 

同 理 fF2P 为 ZNFzQ' 平分 线 所 以 有 
<PF2@ = 二 90°, 故 以 线段 PQ 为 直径 的 圆 恒 过 
右 焦点 , 命题 得 证 . 














情形 3: 动 直 线 与 双 曲 线 两 支 各 有 1 个 交点 ， 
见 图 6. 





图 6 


过 点 @@ 作 直线 MN 的 平行 线 , 交 直 线 AZ 


于 点 Q'. 由 MNVQG' 得 9C_ = 六 本 根 据 双 ， 





OA™ AB’ 

曲线 的 定义 , 变形 有 
NF _ NN 到 右 准 线 的 距离 _ QN 
AF，。 ”A 到 右 准 线 的 距离 ”QA 


由 MN//QQ' 还 可 得 总 = 多 民办 而 有 
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2 = 区 二 则 QQ' = 9 丽 , 风 有 ZG'Q 甩 
= 人 G F208. 

由 MN/QW 得 CQ 4 及 = LQF2M, 所 以 
有 LQ'F2Q = LQFzM, 即 忆 Q 为 MRFoQ@' 平 
分 线 , 另 一 方面, 在 三 角形 M 瑟 A 中 , 根据 双 曲 
线 的 定义 , 变形 有 

M 肪 _ M 到 右 准 线 的 距离 _ MP 

4 丽 ”4 到 有 准 线 的 距离 ” AP 

由 内 角 平 分 线 逆 定 理 得 , 及 为 4AM 平 
分 线 , 所 以 有 LP5Q = 90", 故 以 线段 PQ 为 直 
径 的 回 恒 过 右 焦点 , 命题 得 证 

定理 4 设 下 是 抛物 线 C : yy? = 2pz (p > 
0) 的 焦点 , 4 为 抛物 线 上 一 动 点 , 过 焦点 下 的 动 
直线 ! 交 抛物 线 于 MX、N 两 点 , 直线 4M、AN 分 
别 与 抛物 线 准 线 z = 一 和 交 于 号 和 @, 则 以 线段 
PQ 为 直径 的 贺 恒 过 焦点 

证 明 : 如 图 7, 过 点 @ 作 直线 MN 的 平行 线 
交 直 线 AP 于 点 Q'， 由 MNJJQQ' 得 多 一 
人 二 ,根据 抛物 线 的 定义 ,变形 有 
NF _ N 到 准 线 的 距离 _ QN 


EE 


AF ”A 到 准 线 的 距离 。 QA 


由 MNVGQ' 还 可 得 7 一 多 从 而 有 


2 = Sa 则 QQ’ = 8'F, 则 有 LQ'QF = 
LQ'FQ, 由 MN//QQ' 得 LQ'QF = LQFM,， 
所 以 有 LQ@'QF = ZLQFM,, 即 FQ 为 <MFO! 
平分 线 

同 理 FP 为 ZNFQ' 平分 线 ， 所 以 有 
LPFQ = 90°, 故 以 线段 PQ 为 直径 的 图 恒 过 
焦点 , 命题 得 证 . 











图 7 
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本 试卷 共 23 道 试题 , 满分 150 分 , 考试 时 间 11. 某 校 要 从 2 名 男生 和 4 名 女生 中 选 出 4 人 
120 分 钟 担任 某 游泳 完毕 的 志愿 者 工作 , 则 在 选 出 的 志愿 
(结果 用 数值 
14 题 ， 考生 应 在 答题 纸 相应 编号 的 空格 内 直接 表示 ). 
填写 结果 . 每 个 空格 填 对 得 4 分 , 否则 一 律 得 零 12. 若 不 等 式 z 一 kr 十 k 一 1 > 0 对 x € 
分 . (1,2) 恒 成 立 , 则 实数 的 取 值 范围 是 . 

1. 已 知 集合 4 = {1,2,k}, B = {2,5}. 若 13. 已 知 等 差 数 列 {an} 的 首 项 及 公差 均 为 正 
AUB= {1,2,3,5}, 则 k = 数 , 令 b= 二 Van+Vazo12-n (RE Nm < 2012). 
2. 函 数 y = Vz 十 1 的 定义 域 为 当 bk 是 数列 {bx} 的 最 大 项 时 ,k= 

3. 抛 物 线 y? = 8z 的 焦点 坐标 为 . 14. 大 和 矩阵 (2 2 满足 : all, 6412, Q21， 
4. 若 复数 z 满 足 ijz = 1+i (i 为 虚数 单位 ), 则 ao 

z 一 022 E {一 1,1}, 县 Gol qo = 0, 则 这 样 的 互 
5 画 数 /fa) 一 sin (2 + 下 ) 的 最 小 正 周 期 。 不 相等 的 短 隆 共有 一 个 

为 . 二 、 选择 题 (本 大 题 满分 20 分) ea 
6. 方 程 42 一 22+1 = 0 的 解 为 . 4 题 ， 4 每 题 都 给 出 四 个 结论 , 其 中 有 县 只 





了. 若 (27 一 1)5 一 C0 十 QT 十 Qox? 十 Qa 十 结论 是 正确 的 ， 考生 放 须 把 下 确 结 认 的 代号 所 在 
题 后 的 圆 括号 内 ， 人 全 则 一 律 得 堆 分 . 


zZ2 ， 扩 Ca 
15. 已 知 椭圆 C1 : = = 1, C02: + 


aaz4 十 QsX3, 则 Qo 十 G1 十 a2 十 Q3 十 04 十 05 二 














_ (z+2)(z+m) 
8. 若 f(x) = OO 为 奇 函 数 , 则 二 ], 则 [ 答 ]( ) 
实数 m = (A) G1 与 C2 顶点 相同 . 
9. 函数 y = logaz 二 (ze [2 人 4) 的 (B) G1 与 C2 长 轴 长 相等 . 
大 值 是 (C) 1 与 C2 短 轴 长 相等 . 
10. 若 复数 z 满 足 [zi < V2 (i 为 虚数 单位 )， (D) G1 与 C2 焦距 相等 


则 z 在 复 平面 内 所 对 应 的 图 形 的 面积 为 16. 记 函数 y = f(zx) 的 反应 数 为 y= f(z). 





四 、 反思 力 , 这 标志 着 科学 的 真正 进步 ”. 在 教学 实践 中 ， 

经 过 推广 , 引申 , 我 们 将 椭圆 中 的 一 个 性 质 ”鼓励 学 生 提 出 问题 比 鼓 励 学 生 解 决 问题 重要 得 
在 更 大 范围 揭示 出 来 . 通过 在 任教 班级 的 实验 ， ”多 , 也许 有 些 时 候 , 学 生 的 问题 比较 幼稚 , 他 们 
学 生 的 探究 热情 、 能 力 和 成 果 超出 了 笔者 最 初 。 得 出 的 结论 在 我 们 看 来 也 许 价 值 不 大 , 但 这 正 是 
的 设想 . 笔者 觉得 , 这 个 问题 完全 可 作为 高 中 生 ”创造 新 思维 的 萌芽 , 最 大 的 价值 在 于 研究 过 程 本 
开展 数学 研究 性 学 习 的 一 个 良好 素材 . 爱 因 斯 坦 。” 身 . 当然 作为 素材 , 该 问题 还 有 不 少 深入 研究 的 
说 过 “提出 一 个 问题 往往 比 解决 一 个 问题 更 重要 ， ”空间 , 笔者 在 此 仅仅 是 抛砖引玉 , 希望 同行 批评 
从 新 的 角度 去 看 旧 的 问题 , 需要 有 创造 性 的 想象 ”指正 . 
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如 果 函 数 y = f (2) 的 图 像 过 点 (1, 0), 那么 函数 


y = 二 f(z) 十 1 的 图 像 过 点 [ 答 ]( ) 
(A) (0, 0). (B) (0, 2). 
(C) (1, 1). (D) (2, 0). 
17. 已 知 空 间 三 条 直线 1. m、n. 者 /与 m 异 
面 , 和 且 ! 与 n 异 面 , 则 [ 答 |( ) 
(A) m 与 % 异 面 . (B) m 与 nn 相交 . 
(C) m 与 7 平行 . 


(D) m 与 n 蜡 面相 交 、 平 行 均 有 可 能 . 

18. 设 0 为 A4BC 所 在 平面 上 一 点 . 知 实 数 
Z、V、z 满足 zrOAh + yOB + zOC 一 0 (z2 十 
2 十 22 尖 0), 则 yz = 0 是 “点 QQ 在 A4BC 的 
边 所 在 直线 上 ”的 知 ]( ) 

(A) 充分 不 必要 条 件 .(B) 必要 不 充分 条 件 . 

(C0) 充 要 条 件 . 

(D) 既 不 充分 又 不 必要 条 件 . 

三 、 解 答题 (本 大 题 满分 74 分 ) 本 大 题 共 有 
5 题 , 解答 下 列 各 题 必 须 写 出 必要 的 步骤 . 

19. (本 题 满分 12 分 ) 本 题 共 有 两 个 小 题 , 第 
1 小 题 满分 6 分 , 第 2 小 题 满分 6 分 . 

如 图 1, 正四 楼 柱 4BCD 一 A1B1C1Di1 的 底 
面 边 长 为 1, 高 为 2, 1M 为 线段 4B 的 中 点 . 求 : 

(1) 三 楼 锥 01 一 MBC 的 体积 ; 

(2) 蜡 面 直线 CD 与 MC1 所 成 角 的 大 小 ( 结 
果 用 反 三 角 函 数值 表示 ). 


D1 Ol 





1 

20. (本 题 满分 14 分 ) 本 题 共 有 2 个 小 题 ， 第 
1 小 题 满分 7 分 , 第 2 小 题 满 分 7 分 . 

某 环线 地 铁 按 内 、 外 环线 同时 运行 , 内 、 外 环 
线 的 长 均 为 30 千 米 (忽略 内 、 外 环线 长 度 差异 ). 

(1) 当 9 列 列车 同时 在 内 环线 上 运行 时 , 要 使 
内 环线 乘客 最 长 候车 时 间 为 10 分 钟 , 求 内 环线 列 
车 的 最 小 平均 速度 ; 
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(2) 新 调整 的 方案 要 求 内 环线 列车 平均 速度 
为 站 和 干 米 /小 时 ， 外 环线 列车 平均 速度 为 30 千 
米 / 小 时 . 现 内 、 外 环线 共有 18 列 列车 全 部 投入 运 
行 , 要 使 内 、 外 环线 乘客 的 最 长 候车 时 间 之 差 不 
超过 1 分 钟 , 问 : 内 、 外 环线 应 各 投入 几 列 列车 运 
行 ? 

21.《 本 题 满分 14 分 ) 本 题 共 有 2 个 小 题 , 第 
1 小 题 满分 6 分 ， 第 2 小 题 满分 8 分 . 

已 知 双 曲线 C1: z2 一 =1. 

(1) 求 与 双 曲 线 C1 有 相同 的 焦点 ， 且 过 点 
P(4, V3) 的 双 曲 线 C2 的 标准 方程 ; 

(2) 直线 1 : y = z2 十 m 分 别 交 双 曲线 CC 的 
两 条 渐 近 线 于 A、B 两 点 . 当 OA.0OB = 3 时 , 求 
实数 m 的 值 . 

22. (本 题 满分 16 分 ) 本 题 共 有 3 个 小 题 , 第 
1 小 题 满 分 4 分 , 第 2 小 题 满分 6 分 , 第 3 小 题 满 
分 6 分 ， 

已 知 数列 {an}、 {br}、 {cn} 满 足 (an+1 一 
an)(bn+l — bn) = cn (n € N*). 

() 设 cn = 3n 十 6, {Qn} 是 公差 为 3 的 等 差 
数列 . 当 妃 = 1 时 , 求 5。、bs 的 值 ; 

(2) 设 cx = 15, an = n2 一 8n, 求 正 整 数 ， 
使 得 一 切 n €E N*, 均 有 b 之 站; 

(3) 设 cx = 2n 十 man = 
1 = 1 时 , 求 数列 {65%} 的 通 项 公式 . 

23. (本 是 满分 18 分) 本 题 共 有 3 个 小 题 , 第 
1 小 题 满分 3 分 ， 第 2 小 题 满分 6 分 ， 第 3 小 题 满 
分 9 分 . 

定义 向 量 O 肝 = (a,5) 的 “相伴 函数 ”为 f(z) 
二 gsinz 十 bcosXx; 函数 f(x) = asinzx 二 beoszx 
的 “相伴 向 量 "为 GOi = (a,5) (其 中 为 坐标 原 
点 ). 记 平 面 内 所 有 向 量 的 “相伴 函数 ”构成 的 集 
合 为 S. 

(1) 设 g(x) = 3sin (2 十 4) 十 4sin x, 求证 : 
9g(2) € 5; 

(2) 已 知 h(z) = cos(z 二 a) 十 2cosz， 有 
AZz) e 9, 求 其 “相伴 向 量 " 的 模 ; 

(3) 已 知 MM(a,5) (5 关 0) 为 圆 C : (2 一 2)2 十 
%2 = 1 上 一 点 , 向 量 吕 礁 的 “相伴 函数 " f(x) 在 
z= 二 Xo 处 取 到 最 大 值 . 当 点 M 在 圆 C 上 运动 时 ， 
求 tan 2zo 的 取 值 范围. 


1 十 一切 ” y 
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参考 党 案 由 题 意 可 知 , bw x 60 < 10, 解 得 v > 20. 
一 、( 第 1 至 14 题 ) 所 以 ， 要 使 内 环线 乘客 最 长 候车 时 间 为 10 分 
1. 3. 2. [—1,00). 3. (2, 0). 钟 , 列车 的 最 小 平均 速度 是 20 千 米 /小 时 . 
4.1-i 5.7x. 6.7=1. 7.1. (2) [解法 一 | 设 内 环线 投入 z 列 列车 运行 , 则 
8.—2. 9.5. 10.2x. 11. 到 . 外 环线 投入 (18 一 x) 列 列车 运行 , 内 外 环线 乘 
12. (—00,2]. 13.1006. 14.8&. 客 最 长 候车 时 间 分 别 为 刀 ` 妇 分 钟 
_ 则 妈 一 总 x 60 = ,b= rx 
二 、 (第 15 至 18 题 ) ! 2 30(18— 2z) 
0 = _60 
代号 |]DIBITID|IC| 18 一 2 
三 、( 第 19 至 23 题 ) ) 1 1 于 是 有 也 一 刀 | = - -0 -| <1 
19.[ 解 AMBC = 2X X37 4 z2 — 150x + 1296 < 0, 
又 O10 为 三 楼 锥 站 一 MBC 的 高 ， 1 1 z2 十 114z 一 1296 < 0， 
“VOMBC 一 539AMBCCIC = 3X4X 150 — V17316 ,~114 + Vi8150 
1 和 人 To ， 
?= 又 ZEN*, 所 以 z 二 10. 
(2)… CD/NASB, 所 以 , 当 内 环线 投入 10 列 , 外 环线 投入 8 列 
“。LC1MB 为 异 面 直线 CD 与 MCi 所 成 的 列车 运行 时 , 内 、 外 环线 乘客 最 长 候车 时 间 之 差 
角 ( 若 其 补 角 ). 不 超过 1 分 钟 . 
连结 BC1, “AB 1 平面 BCC1Bi， [解法 二 ] 设 内 环线 投入 2 列 列车 运行 , 则 外 
~ AB 1 BC.. 环线 投入 (18 一 z) 列 列车 运行 , 内 、 外 环线 乘客 
Di Ca 最 长 候车 时 间 分 总 为 1、 纪 分 名 20 
则 1 = 3 X60 = 35008 -2) > 
_ 60 
00 = 18—Z 
_|2__ 60 
于 是 有 | 刀 一 如 | = x 18—z 1， 
记 f(x) = < + is (z < 18,72 € N*), 
则 f(z) 是 单调 递减 函数 . 
又 f(9) ~ 1.33, f(10) = —0.30, f(11) ~ 
一 2.03, 所 以 x = 10， 
2 所 以 , 当 内 环 投 入 10 列 , 外 环 投 入 8 列 列车 
在 RtAMEBC 中 ， 运行 时 , 内 外 环线 乘客 最 长 候车 时 间 之 差 不 超过 


BO = V4+1= V5,MB= = 


tan ZC) MB = 皮 — 2V5, 


. 2 
“. LO MB = arctan2V5， 
即 异 面 直线 CD 与 MC1 所 成 角 的 大 小 为 
arctan 2vV5. 
20. [ 解 | (1) 设 内 环线 列车 运行 的 平均 速度 为 
Jv 干 米 /小 时 . 


1 分 钟 . 
21. [ 解 | 双 曲线 Ci 的 焦点 坐标 为 (V5,0)、 
(一 V5 0)， 


设 双 曲线 C2 的 标准 方程 为 25 一 1, 则 
a2 十 2 一 5， et 
得 
| 宇 - 总 = l, b=1. 
以 双 井 线 Ca2 的 标准 方程 为 办 — y=1. 
(2) 双 曲线 Ca 的 渐 近 线 方 程 为 y 二 一 2z, 1 = 
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—27. 
设 A{z1, 221), B(x2, —27x2). 


2—- 灶 =0, 
| 4 得 3z2 一 2mz 一 ?2 = 0， 
三 2 十 7 
由 A = 16m? > 0, 得 公关 0. 
2 


大 二 mm 
* 1T2 一 一 一 一 ) 


3 
5 OB = X122+(271)(—2722) = 一 37122， 
二 3, 即 m = 土 V3. 
2 [ 角 ] (1) an+1 一 an = 3, “. bnr1— br, = 
7 十 2. 
“bi 一 1 b2=4,bs=8. 
(2)… an+l 一 an = 2n 一 了 ， 


“bn+1 — bn = Dr 

由 br+1 一 bn > 0, 解 得 nn 之 4, 即 

ba <bs<be<- 

由 bnt1 一 bn < 0， 解 得 n < 3， 即 

bl > b2 > bs > 8， 

"k=4. 

(3) * an+i—an = (—1)*+l, », 
(—1)"+t1(2n + n). 

“bn — bn-1 = (—1)"(2*-!+n—1) (n> 
2,7 € N*). Sa (*) 

由 (*) 得 : bs 一 bi = 21 十 1， 

bs — bs 一 (一 1)(22 + 2), 


bn+1 —bn, 一 


pn -1 一 on-2 = (一 1)m (2 一 十 包 一 2)， 
bn 一 51 = (—1)"(27*~1 +n— 1). 
当 n 二 2k(k E N*) 时 , 以 上 各 式 相 加 得 
bn — bi 


人 
十 1 一 2 十 … 一 人 一 2 十 (2 一 革 )] 
_ 2 一 2?* 一 !( 一 2) nn 
1 一 (一 2) 2 
2+2” 多 
3 2， 
_ 2+2”7 2n nn?, 5 
-。D， = 一 和 2 
3 + 3+1 9 十 全 十 3 
wn hh Ne) Et 
十 1 
bn, = b+1 一 (一 1)? 二 1 (27 十 多 ) 一 “二 
名 十 1 2 1 ,13 
一 一 一 十 1 一 (2” 一 一 和 一 包 一 . 
2 一 十 (2” 十 7) 了 一 六 十 半 
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一 和 一双 二 再，mp 一 2 一 1， 
3 2 6 
。 b= on 5 kEN*. 
和 十 人 二 2， 了 一 28， 


3 2 3 
23. [证 明 ] (1) g(x) = 3sin (s 十 3) +4sinz 
= 4sinz + 3cosz, 
其 “相伴 向 量 "O 巡 = (4.3),… g(z) e 5. 
[ 解 | (2)P(z) = cos(z + a) + 2cosz 
= (cosZ cosa 一 Sinzsinaw) 十 2cosyz 
= — sin Qsinz 十 (cosa 十 2)cos2z， 


.… 函数 hz) 的 “相伴 向 量 'OM = (- sin a 


cos C 十 2)， 
一 一 一 
OM| = Vana) + tosa ta) = 
V5+ 4cosea. 


(3) DO 及 的 “相伴 函数 ” f(z)=asin z+bcecosz 
= Va + bsin(z + yp), 
a ino—=— oe 
其 中 cos = J Sin? J 
当 Z 十 9 二 2kr 十 Dk E Z 时 , f(z) 取 到 最 
大 值 , 故 zo = 2kn 十 一 keEZ. 


“。 tan zo= tan (Zert $0) = cot p=$， 


/Ni ob a 

1— (8) a 5b 

2 为 直线 OM 的 斜率 , 由 几何 意义 知 ， 
_YV3 V3 

[9)u(0 


8 
包 
令 m = 2 则 tan2zo 二 


6 浊 











-并 <m<0 时 , 函数 tan2zo = 一 2 
1 
7 一 一 一 
mm 
单调 递减 , … 0 < 和 np 2zo < & V3; 
当 0 < 7 气 次 时 了 消 数 tan 2xo = 2 
1 
CC 
m 


单调 递减 , .一 V3 < tan 2z0 < 0. 
综 上 所 述 , tan 2zo e [一 V3,0) U (0, V3 引 . 
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ef OoeaeeeeeeeeOeeeeeeOeeeeOeOeOeeeeeoeoe 
hr 有 
名 学 问题 与 解 容 
2011 年 第 12 期 间 题 解答 


oooooooocooooooeoeooeooccoooocooocoocael © 


841. 在 对 边 乘积 相等 的 圆 内 接 凸 四 边 形 
ABCD 中 ，M 为 对 角 线 BD 的 中 点 , 人 为 劣 弧 
BC 上 一 点 , 则 A、M、 人 三 点 共 线 的 充 要 条 件 
是 CT DB. 

(410081 湖南 师范 大 学 数学 系 
题 ) 

证 : 如 图 1, 由 题 设 , 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 
中 AB.CD= BC.DA. 连 DT、 BT、 AC. 


沈 文 选 供 


1 

充分 性 : 由 CTH/DB 知 四 边 形 DBTC 为 等 
腰 梯 形 , 从 而 CD = TB, DT = BC. 由 AB. 
CD = BC.D4 有 4B.BT = DT.DA. 注意 到 
LhABT 与 TDA 互 补 , 知 34B .BT.sin LABT 
= 3DT.DA.sin ZTDA, 即 SAABT =.SAADT. 
由 此 即 知 4T 过 DB 的 中 点 , 故 4、M、 了 三 点 
共 线 . 

必要 性 : 设 4、M、7 三 点 共 线 . 由 托 勤 密 
定理 及 题 设 有 BC.D4 = 34C .DB = 4C 


1 . BC _ DM : 
2DB = 4C DM, 即 也 全 py 注意 到 


LBCA = LBDA = LMD4 知 AC4Bc 


A 人 DAM, 从 而 LCAB = LDAM = LD4T, 即 
ZTAhB = LDAhC. 于 是 DC = BBY, CTJ/DB. 

842. 在 正 项 数列 {aw} 中, 对 任意 正 整数 m， 
均 有 吗 十 史 十 … 十 嗓 一 (2m 十 1)(al 十 oa 十 
… 十 Qn), 求证 : an 一 了 

(712000 ”陕西 咸阳 师范 学 院 基础 教育 课程 
研究 中 心 ” 安 振 平 供 题 ) 

证 : 当 n = 1 时 , 有 a? = al 

“Cl > 0，。。Ql 一 | 

假设 nn = 1,2…… ;大 时 ，an = 二 n, 则 当 n = 
十 1 时 , 由 03 十 咏 十 … 十 a241 = 3(2k + 
3)(al 十 Q2 十 :…… 十 Qk+1) 

得 1 二 2 十 … 十 有 十 Qk41 

= 3(2h + 3)(1 +2+-… +k+apt), 

k(k+ 1)(2k+1 
即 TD 


= $+3) | + oct |, 
整理 得 
3ak41 — (2k + 3)ort1 — K(k+1)=0, 
[ak+1l — (K+ 1)](3erri + k)= 0. 
2 pi > 0, .aprl =k+l 
由 数学 归纳 法 , 便 知 对 任意 正 整 数 n, 均 有 
Qn = 多. 
843. 设 实数 a、5b > 0, n E N*, 求证 : 


1 1 1 nn 
ss es 人 ， 
atb at tatnm™ ya 


(201600 ”上 海松 江 二 中 卫 福 山 供 题 ) 
证 对 keEN, FED Ti 
_1[_1 1 


~ blatkb at+.(k+1)b|’ 
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nl 1 证 : 能 找到 m 个 不 同 正 整数 aa， CQ2， Cn， 使 
于 是 之 | 2 一 和 工 
1/1__1 klk 
n—1 g++ kb | 学 院 周 元 解答 ) 
又 并 一 2 十 多 < 证 : : zy. 车 
0 0Q++ (k++1)b 证 : 当 工 一 1 时 ， 结论 显然 成 立 . 右 人 > 1, 


2 
1 
利用 柯 西 不等式 有 | 冤 3 寺 H 二 D5| 


人 一 | nC—1 十 kb 
< < Gr 忆 夺 2 ht 1 


<—2  . 

ca(a 十 ?0) 
所 以 原 不 等 式 成 立 . 
844. 忆 知 0、 人 ee 求 
人 > 
(318015 洲 江 州 市 棋 并 过 自家 中 学 部 
天 来 供 题 ) 

证 和 


四 bb 
区 一 一 人 + Eo 1 


2 
- (++!) se OD 


a—b be ec 一 0 


该 等 式 等 价 于 


外: 











ab be 
CC 3 eo 
ca 0 一 
Coa a btoe toa © 
四 式 的 右边 = 
3abc — 2(a2b + b2e + cea) + ab? + be? + ca? 
(a 一 0 人 一 cl(c 一 a) 


ab be 
Wo + woe a) 
ca _ 3abc — (a2b + be + ea) 
Tao 太一 (一 中 (一 cj(c 一 oa ° 
(0 —b)(b— ce)(c—a) 
= ab? 十 bc2 十 ca2 — (ao2b 十 b2c 十 c2a)， 
于 是 可 得 多 式 成 立 . 所 以 恒等式 @ 也 成 立 . 


根据 恒等式 @ 可 知 原 不 等 式 成 立 , 且 原 不 等 
+ 5 b +_e 
一 Ce 一 0 


= 1 3abe = b+ eta +o+ 


2 3. 譬如 (a,b,¢) = (3 = 1) 时 , 原 不 等 
式 取 等 号 . 
845. - 设 z < Q, zZ> 0(Q 表 示 有 理 数 集 )， 求 











则 由 于 调和 级 数 > 土 是 发 散 的 因此 存在 ke 
， 1 1 

N 大 之 2 使 1 十 于 十 二 大 T<2 们 入 十 

1 


2+，… 十 剖 著 0 < = < 1 则 存在 se N", 使 


1 1 
kti*<T<E 
L411 
当 Z 二 1 十 3 十 二 三 或 2 二 了 T 时 , 结 
论 已 经 成 立 . 3 
1 1 
1 + 十 … 十 二 或 二 < z < 二 ， 对 前 者 ， 
、 1 1 二 全 . 玫 、 
we (rt) 对 后 者 记 
2 一 也 (mm ENom<mh) 则 包 < 二. 只 要 
证 明 , 乞 能 写成 若干 个 都 大 于 大 的 不 同 正 整数 的 


倒数 和 , 命题 即 可 获 证 . 
由 带 余 除 法 ， 存在 ga Ee N*,r 所 N, 使 人 一 
aqn—r,0&r<n. 于 是 q = 人 之 > k. 


大 7 二 0， 则 芝 = 
?7 


m q 


2 断言 成 立 . 若 0 < 了 < 


一 -. 分 数 一 - 的 分 子 7 至 少 比 
mq ma 


有 一 < 全 <<il1 共 个 不 
小 且 7 < 区 大 77 个 是 正 


a dg 
整数 的 倒数 , 则 上 述 的 做 法 还 可 继续 . 因为 分 子 
n 是 一 个 确定 的 正 整数 , 因此 有 限 步 后 , 必 能 使 
7 二 0 或 1， 即 能 将 一 写成 若干 个 都 大 于 大 的 不 
同 正 整 数 的 倒数 和 . 
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846. 在 ^A4BC 中 , ZC = 90°, D 是 4B 上 
一 点 , 使 BD = BC; 妃 是 过 4 且 研 直 于 4 的 
直线 上 一 点 (点 召 、C 在 4B 的 同 侧 )， 目 使 4B = 


:了 工 _ -2 
AC; DE 交 AC 于 点 F, 求 证 万 太一 万 订 一 万历: 


(401555 ”重庆 市 合川 太 和 中 学 ” 表 安 全 供 
(下 和 转 第 2-34 页 ) 


一 一 
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简 说 控制 伦 


200062 华东 师范 大 学 数学 系 郑 英 元 


犹太 血统 的 美国 科学 家 维 纳 (Norbert Wie- 
ner，1894 一 1964) 曾 先 后 涉足 哲学 、 数学、 物理 
学 、 工 程 学 和 生物 学 等 方面 的 研究 , 并 都 有 不 同 
程度 的 贡献 , 但 他 的 最 大 贡献 是 创立 控制 论 . 这 
是 一 门 以 数学 为 纽带 , 把 研究 自动 调节 、 通信 工 
程 、 计 算 机 和 计算 技术 以 及 生物 科学 中 的 神经 
生理 学 和 病理 学 等 学 科 时 ,所 共同 关心 的 共性 
问题 联系 起 来 研究 , 而 形成 新 的 边缘 学 科 . 维 纳 
于 1948 年 发 表 了 著名 的 《控制 论 一 关于 在 动 
物 和 机 器 中 控制 和 通讯 的 科学 》 一 书 ， 此后, 控 
制 论 的 思想 和 方法 已 经 渗透 到 了 几乎 所 有 的 自 
然 科学 和 社会 科学 领域 . 维 纳 认 为 控制 论 可 看 
作 是 一 门 研究 动态 系统 在 变化 的 环境 条 件 下 如 
何 保持 平衡 状态 或 稳定 状态 的 科学 . 他 特意 创 
造 “Cybernetics” 这 个 英语 新 词 来 命名 这 门 科学 . 

图 1 是 以 色 列 为 纪念 犹太 科学 家 维 纳 发 行 的 
邮 误 , 邮票 右边 的 边 纸 上 注 明 了 维 纳 是 数学 家 及 








图 1 (以 色 列 , 1999) 

如 果 要 追溯 “控制 论 " 一 词 最 初 来 源 , 应 该 说 
是 著名 的 法 国 物 理学 家 安培 (A.M.Ampere,1775 
-1836, 图 2), 他 于 1934 年 写 了 一 篇 论述 科学 暂 
理 的 文章 , 他 在 进行 科学 分 类 时 , 把 管理 国家 的 
科学 称 为 “控制 论 ”, 他 把 希腊 文 “mberuhhtz 评 
成 法 文 “Cybernetigue”, 原意 为 “ 操 舵 术 ”, 也 就 
是 掌舵 的 方法 和 技术 的 意思 . 可 以 认为 维 纳 发 明 
“控制 论 ” 这 个 词 正 是 受 了 安培 的 启发 . 

说 到 控制 论 ， 还 必须 说 中 国 科 学 家 钱学森 
(1911-2009, 图 3) 院 士 在 控制 论 方面 的 贡献 . 钱 
学 森 1934 年 毕业 于 交通 大 学 机 械 工程 系 , 1939 


年 获 美国 加 州 理 工学 院 航空 、 数 学 博士 学 位 . 
1954 年 , 钱学森 发 表 《 工 程控 制 论 》 一 书 ， 钱 学 
傈 在 控制 领域 的 工作 引起 了 控制 领域 的 北 动 , 并 
在 上 世纪 五 六 十 年 代 形 成 研究 高 潮 . 钱学森 将 控 
制 论 的 主要 问题 概括 为 “一 个 系统 的 不 同 部 分 之 
闻 相 互 作用 的 定性 性 质 , 以 及 由 此 决定 的 穆 个 系 
统 总 体 的 运动 状态 "的 研究 . 而 工程 控制 论 则 被 
界定 为 研究 控制 论 这 门 科学 中 能 够 直接 用 在 控 
制 系统 工程 设计 的 那些 部 分 , 它 除 了 应 当 包括 伺 
服 系 统 工程 实际 的 内 容 之 外 , 更 深刻 更 重要 的 在 
于 人 为 技术 科学 , 应 把 工程 实际 中 各 种 原理 方法 
整理 总 结 成 为 理论 , 以 显示 其 在 不 同 领 域 应 用 中 
的 共性 , 以 及 许多 基本 概念 的 重要 作用 . 它 的 重 
点 在 于 理论 分 析 , 而 不 是 系统 部 件 的 详细 构造 和 
设计 问题 ，1957 年 , 钱学森 的 《工程 控制 论 》 获 
得 中 国 科 学 院 自 然 科 学 奖 一 等 奖 . 同年 9 月 , 国 
际 自 动 控 制 联合 会 (International Federation of 
Automatic Control, 简称 IFEAC) 成 立 大 会 推举 
钱学森 为 第 一 届 IFEAC 理事 会 常务 理事 , 他 成 为 
了 该 组 织 第 一 届 理 事 会 中 唯一 的 中 国人 . 





图 2 (法 国 , 1936) 图 3 (中 国 , 2011) 

在 半 个 多 世纪 以 年 来 , 控制 论 的 应 用 已 经 歇 
布 到 生物 医学 .生理 生态 、 环境 .能 源 .政治 、 军 岂 
和 社会 科学 的 各 个 领域 . 也 因此 出 现 许 多 新 的 分 
支 , 如 : 医学 控制 论 、 神经 控制 论 、 生物 控制 论 、 
环境 控制 论 、. 经济 控制 论 . 社 会 控制 论 、 生 态 控制 
论 、 自 然 控制 论 、 智能 控制 论 、 军事 控制 论 以 及 人 
口 控制 论 、 资源 控制 论 等 等 , 并 在 国民 经 济 和 社 
会 发 展 中 起 着 重要 的 作用 . 


编 后 漫笔 | 多 多 研究 从 “ 双 基 ”到 “四 基 ” 的 发 展 
米 资 当 ” 赵 小 平 
《义务 教育 数学 课程 标准 ) 的 修订 稿 , 明确 育 部 颁布 新 中 国 第 一 个 自主 研制 .具有 本 土 特色 


强调 实行 数学 教学 的 * 四 苛 *", 即 在 原来 双 基 “ 葵 。”” 的 数学 教学 大 纲 ， 其 中 明确 提出 要 加 强 具 础 数 
础 知识 和 基本 技能 "的 基础 上 , 增加 “ 楚 本 思想 和 学 知识 和 基本 数学 技能 的 教学 , 这 是 “数学 双 基 
基本 活动 经 验 ". 这 是 一 个 十 分 可 喜 的 进展 . 教学 ”的 起 源 . 这 份 大 纲 还 提出 了 具有 创意 的 三 


晚近 以 来 的 中 国教 育 , “基础 "二 宇 很 不 受 待 大 能 力 :“ 运 算 能 力 、 巡 辑 思维 能 力 ， 空间 想象 能 
见 ,更 强调 的 着 创新 , 似乎 没有 扎实 的 基础 也 可 。” 力 ”以 后 的 田 次 数学 教学 大 纲 , 除了 以 -站 办 
, 省 国 教育 wi ep 划 * 与 “三 大 能 力 "之 外 , 还 强调 要 培养 “运用 数学 
以 创新 . 常常 昕 到 中 国教 育 “ 基 础 过 剩 " 的 责难 ， Pe 
四 便 美 国 数学 教育 界 提出 来 的 “为 了 成 功 打 好 基 。 分 入 问题 和 解决 问题 的 能 力 "这 些 提 法 ,在 数 
， ， 学 知识 与 能 力 、 数 学 基础 与 创新 之 间 , 革 现 出 洲 
础 "的 口号 , 也 被 解释 为 “人 家 的 基础 不 是 我 们 的 。。 证 合理 的 衔接 与 平衡 
车 础 ， 那 基 创 新 的 于 和 ， 更 有 一 个 挖 诗 的 况 演 《义务 教育 数学 课程 标准 》 提出 的 “四 基 " 是 
古 * 你 背 九 九 开 , 我 集 诺 贝尔 ”， 好 像 不 会 香 九 九 对 “双关 十 能 力 ? 教 育 传统 的 继承 、 发 扬 、 改 进 和 
表 才 能 拿 诺 内 尔 奖 似 的 平 心 而 论 , 中 国 本 土 的 。 创新 ,我 们 要 进一步 理 清 的 是 , “基础 "是 哪 些 ? 与 
科学 研究 没有 获得 诺 贝 尔 奖 , 把 板子 打 在 基础 教 ”创新 的 关系 怎样 ? “四 基 ?" 之 间 的 关系 如 何 ? 怎 


育 身上 上古 不 公平 的 . 样 把 “四 基 * 落 实 到 课堂 上 ? 这 是 推进 教育 改革 
中 国 的 基础 教育 有 自己 的 道路 . 1963 年 , 教 。 ”的 有 效 行动 . 
(上 接 第 2-.21 页 ) 2010 年 四 川 高 考试 题 : 已 知 定点 A( 一 1,0)、 


2010 年 江苏 高 考试 题 :在 平面 直角 坐标 系 。 “(2,0), 定 直线 1 ; z = 3, 不 在 z 轴 上 的 动 点 书 
zOy 路 , 已 知 椭圆 等 十 司 = 1 的 丰 、 右 顶点 为 与 点 下 的 距离 是 它 到 直线 1 的 距离 的 2 倍 ， 设 点 


和 A、.B, 右 焦 点 为 , 设 过 点 T(t,m) 的 直线 Th、 也 的 轨迹 为 巨 , 过 点 下 的 直线 交 忆 于 B.C 两 点 ， 
TB 与 此 桥 阐 分 别 交 于 点 M(z1,91)、N (x2,y2)， 直线 4B、AC 分 别 突 1 于 点 MI、N， 
其 中 mn > 0, yi > 0, yz < 0. (1) 求 五 的 方程 ; 
(1)、(2) 略 . (3) 设 t 二 9, 求证 :直线 Mr 必 (2) 试 判断 以 线段 jMN 为 直径 的 圆 是否 过 点 
过 zz 轴 上 的 一 定点 (上 其 坐标 与 mm 无关). ,并 说 明理 由 . 
本 题 可 看 作 是 结论 2.2 首 命题 的 特例 . 本 题 可 看 作 是 结论 7 的 特例 . 
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